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Capitolul 1

NOTIUNI PRELIMINARE

In acest capitol se reamintesc notiuni de baza ca: multimi, relatii binare,
functii, precum si elemente fundamentale ale algebrei liniare: matrice,
determinanti, sisteme liniare de ecuatii, predate in liceu.

Obiective operationale:

1.1. Sa stapaneasca operatiile si relatiile binare pe acestea

1.2. Sa-si reaminteasca notiunea de functie si functiile elementare studiate
1.3. Sa cunoasca notiunea de matrice si operatiile cu acestea

1.4. Sa retind proprietatile determinantilor si calculul lor

1.5. Sa fie capabil sd rezolve sisteme liniare de ecuatii cu doud si trei
necunoscute

Continutul capitolului:

§1.1 Multimi, relatii binare si functii
§1.2 Matrice si determinanti

§1.3 Sisteme liniare de ecuatii

§1.4 Legi de compozitie

§1.5 Bibliografie

§1.1 Multimi, relatii binare si functii
Multimi

Prin multime se intelege o colectie de obiecte care vor fi numite
elemente. Notiunea de multime, ca orice notiune primara, nu se defineste ca
alte notiuni prin genul proxim si diferenta specifica ci se caracterizeaza
numind individual elementele sau specificind o proprietate pe care o au
elementele sale si nu o au alte obiecte.




Vom nota cu majuscule 4, B, C,...X, Y iar elementele multimilor cu
litere mici @, b, c,...x, V.

Pentru unele multimi care vor fi des utilizate se folosesc notatii
consacrate. Se noteazd cu N multimea numerelor naturale, cu Z multimea
numerelor intregi, cu Q multimea numerelor rationale, cu R multimea
numerelor reale iar cu C multimea numerelor complexe.

Legatura dintre un element i multimea din care face parte este data
de relatia "€ "numita relatia de apartenenta. Daca 4 este o multime si x un
element al sau vom scrie xeA si vom citi “x apartine lui 4”.

Daca 4 si B sunt doud multimi, vom spune cd 4 este o submultime a
lui B si vom scrie A B (A este inclusa in B) daca orice element al multimii
A este si element al multimii B.

Simbolic scriem 4 ¢ B < Vx, x e A= x €B.

In teoria multimilor admitem existenta multimii care nu are nici un
element, notatd cu & §i numitd multimea vida. Multimea vida este o
submultime a oricarei multimi.

Doud multimi sunt egale, 4 si B, daca si numai dacda 4 c B si B C A.

Relatia de incluziune " " ne permite s definim clasa partilor unei
multimi X, notatd cu P(X) si care are ca obiecte toate submultimile multimii
X

Definim 1n clasa partilor P(X), ale unei multimi X, operatiile:
reuniunea a doud multimi 4 si B reprezintd multimea
AU B={x/xe Asauxe B}
intersectia a doud multimi 4 si B reprezinta multimea
AN B={x/xeAsauxe B}
Doua multimi se numesc disjuncte daca 4 N B =
diferenta multimilor B si 4 inseamnd multimea
B\A={x/xeBsaux ¢ A}

Dacda A < B atunci B \ 4 se numesste complementara lui A in raport
cu B si se noteaza cu CpA. In clasa partilor P(X) ale multimii X, notdm cu
A= CxA, complementara lui 4 in raport cu X, si o vom numi simplu
complementara lui 4.

Este simplu de dovedit ci daci 4, B € P(X) atunci B\A =B 4.

produsul cartezian al multimilor 4 si B inseamnd multimea

AxB = {(a,b)/ac Asibe B}



Un element (a,b) € Ax B se numeste pereche ordonata.
Doua perechi ordonate (a;,a;) si (b;,b;) sunt egale daca si numai dacad a; = b;
Si ay = b .

In mod analog se pot defini operatiile de reuniune, intersectie si
produs scalar pentru trei sau mai multe multimi.

Prin produsul cartezian al multimilor X;, X5,..., X,, intelegem

multimea sistemelor ordonate (x;,x2, ..., X,) cux; € X;, Vi = 1,n, adica

Xix Xox..ox Xy={(x1,X2 000, Xp) | x;€ Xy, , Vi = I,_n }

Un element al acestui produs cartezian il vom numi # - upla. Doua
n—uple (x;,x2,..., xXn) $1 (V1,12 ..., Vu) sunt egale daca si numai dacad x; -y; x, =
V2 eees X = Ve

Daca X; =X, , Vi = 1,n atunci vom folosi notatia

XxXx..x X =X".
Numim partitie pe multimea X o familie da parti ale lui X, disjuncte
doua cate doua si a caror reuniune este egala cu X.

Relatii

Fie A4 si B doua multimi nevide.

O corespondentd intre elementele celor doud multimi se numeste
relatie binara. Daca ae A si be B si notam cu R relatia intre 4 si B, atunci
vom citi “a este in relatia R cu »” si vom nota cu aRb. Multimea 4 se
numeste multime de plecare iar B multimea de sosire. Cele doud multimi nu
au un rol simetric, motiv pentru care vom gandi elementele ce sunt in relatia
R ca pe niste perechi ordonate. Astfel, o relatie binard o putem defini ca o
submultime G a produsului cartezian 4xB. O relatie R intre elementele
multimilor 4 si B va fi data prin tripletul R = (G:4,B), unde G AxB va fi
numit graful relatiei R iar 4 si B sunt multimea de plecare respectiv
multimea de sosire.

Daca B = A, relatia binard R se numeste simplu relatie binara pe
multimea 4. O relatie binarad pe o multime se noteaza de regula cu

R, ~,p.etc.

1.1.1 Definitie. O relatie binara "~" pe A se numeste relatie de
echivalenta daca V' a, b, c € A, urmatoarele conditii sunt verificate:

Da~a - reflexivitatea
Da~b=b~a - simetria
a~bsib~c=a~c - tranzitivitatea.

"n_n
~

Daca o relatie de echivalenta
definim multimea

pe A, atunci pentru orice ae A

a={beAd/b~a}
numitd clasa de echivalenta in raport cu relatia "~" a elementului a. Un
element al unei clase de echivalente va fi numit reprezentant al acestei clase.



1.1.2 Teorema. Daca A este o multime nevida si "~" este o relatie de
echivalenta pe multimea A, atunci:
) VaeAd=a+ D (aed)
2)a=b,a~b
3) daca a si b sunt doud clase de echivalenta atunci
a=b saudnb=0
4) reuniunea claselor de echivalenta este egald cu A.

Multimea claselor de echivalentd determinate de relatia "~" pe 4 se
noteaza cu A,. si se numeste multimea cat a lui 4 n raport cu relatia "~".

In baza teoremei 1.2 rezultd ca o relatie de echivalentd determin o
partitie pe 4 si reciproc. O partitie pe multimea A4 este definita de clasele de
echivalentd. Reciproc, o partitie a multimii 4 determind o relatie de
echivalenta pe 4; doua elemente din 4 se gasesc In relatie daca ele apartin la
aceeasl submultime a partitiei.

Exemple

1° Relatia de paralelism in multimea dreptelor din spatiu este o
relatie de echivalentd. Doud drepte d; si d, din spatiu spunem ca sunt
paralele dacd exista un plan ce le contine si care satisfac una din
proprietatile:

d; N d,= @ sau d; = d,. Putem constata usor ca relatia de paralelism astfel
definita este o relatie de echivalenta.

Clasa de echivalenta a unei drepte d este formata din multimea
tuturor dreptelor paralele cu d. Aceasta clasd de echivalentd se numeste
directia determinata de dreapta d in spatiul considerat.

2° Numere cardinale. Doud multimi 4 si B se zic cardinal echivalente
sau echivalente dacd existd o bijectie de la 4 la B. Aceasta relatie este o
relatie de echivalentd in clasa tuturor multimilor. Clasele de echivalenta se
numesc numere cardinale. Vom nota cardinalul multimii 4 cu cardA. Daca
N este multimea numerelor naturale vom nota cardinalul acesteia cu ¥ (alef
zero). Orice multime cardinal echivalenta cu N se numeste numarabila.

Daca A4 si B sunt doud multimi, card A = m si card B = n, atunci card
(AxB) =m n.

1.1.3 Teorema. O relatie binara pe multimea A, notata cu ”<", se numeste
relatie de ordine daca
—a,b, 5 A, sunt satisfacute urmdtoarele proprietati:

l)a<a - reflexivitatea
2)a<bsib<a=a=b - antisimetria
3Ja<bsib<c=a<c - tranzitivitatea.

O multime A pe care s-a definit o relatie de ordine ” <" se numeste
multime ordonata $i o vom nota prin ( 4, <).
Daca pentru orice a,b 5 A avem a < b sau b < a, atunci multimea



(4, <) se numeste total ordonata sau lant.

Intr-o multime ordonati (4, <) un element @ 5 A se numeste prim
element (respectiv ultim element) al lui A daca a <x (respectiv x < a) oricare
arfix 5 A.

Elementul a 5 4 se zice maximal (respectiv minimal) daca din a <x
(respectiv x < a) rezultd x = a.

Daci B € A, un element a 5 A4 se zice majorant (respectiv
minorant) al lui B daca x < a (respectiv a <x) oricare ar fix 5 B.

Un element a 5 A se numeste supremum (respectiv infimum) pentru
multimea B, dacd x < a pentru V'x e Bsidacdx < a’, Vx € B atunci
a< a’(dacda <x pentru Vx e Bsidacaa’ <x, Vx € B atunci a’ < a).
Elementul a 5 4 (daca existd) se noteaza cu sup (B) (respectiv inf (B)).

O multime total ordonatd (4, <) se zice inductiva daca orice
submultime a sa are un majorant.

In teoria multimilor se demonstreaza ci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1° Axioma alegerii. Dacd Aj,Aj,...,A, este o familie de multimi
nevide atunci A;xA>x ... x A, # @.

2° Lema lui Zorn. O multime inductivd nevida are cel putin un
majorant.

O multime ordonatd (4, <) se zice bine ordonatd, daca orice submultime
nevida a sa are un prim element.

3° Teorema lui Zermelo. Dacd A este o multime nevida, atunci exista
o relatie de ordine ", <" astfel incat (4, <) este o multime bine ordonata.

Functii

O relatie binara particulara o reprezinta notiunea de functie.
Fie doua multimi oarecare E si F.

1.1.4 Teorema. Se numeste functie sau aplicatie definita pe E cu valori in
F, o corespondenta f prin care fiecarui element xe E i se asociaza un
singur element y € F.

Proprietatea relatiei binare /', ce defineste o functie pe £ cu valori in
F, se numeste univocitate, adicad V'x;,x;e E, x;= x; = f(x1) =f(x2).

Prin functie se intelege deci, ansamblul format din multimea de
plecare F' numitd domeniu de definitie, multimea de sosire F numita
multimea in care functia ia valori i legea de corespondenta f. Elementul
y e F care corespunde prin f elementului x € £ se noteaza prin

y=f(x)sauxcy
Elementul x € E va fi numit variabila independenta sau argument iar
v = f(x) € F se numeste imaginea lui x prin f.
Vom folosi notatia f: E+ F, y = f(x).
Notam cu F: ( E: F) multimea tuturor functiilor definite pe E cu
valori in F. Dacd E = F, vom nota multimea functiilor de la £ la F prin



F (E).

Doua functii f,/> € F (E, F) sunt egale, f; = f5, dacd si numai daca
fi(x) = fa(x), Vxe E.

Graful corespondentei univoce f, notat cu
Gr ={xf(x))/xeE }CcE=+F.

Doud functii f; si f> sunt egale dacd submultimile produsului
cartezian Ex F, G, si G, sunt egale.

O functie /- E + F se numeste injectiva daca

Vxnxoe E, x1# x2 = f{x1) #f(x2)
Functia f: E + F se numeste surjectiva daca
Vye F,0x e E astfel incat y = f(x)
Multimea f(E) se numeste imaginea functiei f'si se noteaza cu
Imf'= {yeF/0x € E astfel incat y= f(x)}

Functia /- E + F este surjectiva daca si numai daca f(E) = F. Oricarei
aplicatii f - E + F 1 se poate asocia aplicatia surjectivd f : E + f(E) avand
acelasi grafic.

Functia /' E + F se numeste bijectiva dacd f este injectiva si
surjectiva.

Doud multimi sunt in corespondenta biunivoca daca exista o aplicatie
bijectivaf: E + F.

Sa consideram functiile /- E+ Fsig: F + G. Functia (gof):E+ F
definita prin relatia ( g o f )(x) = : g(f(x)) se numeste compunerea functiilor f
sig.

Functia 1zeF(E) definita prin relatia 1z(x) = x, Vx €FE se numeste
functia identica a multimii E. Graficul acestei functii reprezinta diagonala
produsului cartezian Ex E.

O functie f:E—F se numeste inversabila daca exista o functie
/' :F—E numitd inversa functiei f, care satisface conditiile /o f= 1 si
fof'=1g

O functie f - E + F este inversabila dacd si numai dacd f este
bijectiva.

Dacd y = f{x) € F, atunci x =/ '(y) € E este numit imaginea inversi
sau contraimaginea lui y.

O functie punctuald f ‘E + F nu admite Intotdeauna inversd, dar
gandita ca o aplicatie de multime are sens sd vorbim de imaginea inversa
(reciprocd) a unei submultimi /' F' in raport cu f, adica

fUF)={x eE/f(x) =y e F’}

O functie f:E + F este injectiva dacd si numai dacd Vy €F, multimea

O contine cel mult un element.

§1.2 Matrice si determinanti



Fie M ={1,2,...m} si N = {1,2,...,n} doud multimi finite $i X un inel
cu unitate.
1.2.1 Definitie. O aplicatie A : M x N =X, A (ij) = a; € X se numeste
matrice de tipul m xn cu elemente din inelul X.

Valorile A(i,j) = a; se numesc elementele matrice1 A : M x N +X si in
mod traditional multimea /m A ,organizata intr-un tabel dreptunghiular cu m
linii si n coloane, notat cu A, va fi numita matrice dreptunghiulara.

)15 Qpyennnnns
= | Br et
s Ay eeees Ay,

Pe scurt, matricea 4 va fi notatd cu 4 = (a;), i = 1,m, Jj= L.

O matrice cu o singura linie sau coloand se va numi matrice linie respectiv
matrice coloand sau vector.

Schimbarea liniilor in coloane in matricca A4 se numeste
transpunerea lui A, iar matricea care se obtine se noteazi cu A si se
numeste franspusa matricei 4.

Daca m = n, matricea 4 va fi numitd matrice patratica, iar n va fi
numit ordinul matricei.

In cele ce urmeaza, elementele matricelor folosite vor fi considerate
din corpul numerelor reale R sau complexe C, notat cu K. Multimea
matricelor de tipul mx n cu elemente din K va fi notata cu M ,,,.,(K).

Definim pe multimea M ,,,,,(K) operatiile de adunare a doud matrice
si produsul unei matrice cu un scalar.

Dacd 4 = (a;) s1 B = (b;) sunt doud matrice de tipul mx n atunci
matricea A+B =:(a;+ by) este numitd suma matricelor 4 si B. Proprietatile
operatiei de adunare a doud matrice rezultd din proprietatile pe care le are
suma din corpul K. Matricea cu toate elementele nule va fi notata cu O si o
vom numi matricea zero, iar matricea —4 =: (-a;;) va fi opusa lui 4.

Dacd Ae K s1 A= (a;) € M ,.(K),atunci matricea

A= (A aj)
defineste produsul matricei 4 cu scalarul A.

Daci Ae M ,.(K) si Be M ,,.,(K) atunci matricea de tipul mx p data
de

AB =.-(Zaybjk]
j=1
Va fi numitd produsul matricei A cu matricea B.

Sa consideram multimea matricelor patratice de ordinul z, notata cu



M ,(K) . In multimea M ,(K) produsul a doud matrice nu este comutativ. Daci
matricele 4,Be M ,(K) satisfac proprietatea 4 B = B A4 acestea vor fi numite
comutabile.

O matrice patraticd 4 cu proprietatea ‘4 = A('A = -A) se numeste
simetrica ( antisimetrica). Orice matrice patraticd poate fi scrisd in mod unic

ca suma dintre o matrice simetrica si 0 matrice antisimetrica.

O matrice pdtratica cu toate elementele situate dedesubtul sau
deasupra diagonalei principale nule se numeste matrice triunghiulara.

O matrice patraticd 4 = (a;) pentru care : 3 k astfel incat ay = 0 s1
Vi #j, aj = 0, se numeste matrice diagonala.

Matricea diagonala in care a; = I, i = 1,n se numeste matrice unitate
de ordinul # si se noteaza cu I,

O matrice patratica cu proprietatea ‘A4 = A'A = I se numeste matrice
ortogonala.

Daca A este o matrice patratica, atunci pot fi definite inductiv puterile
lui 4:

A°=1 4A"=A4A"" VneN

Fie polinomul f{x)=a,x ’+ ax ”'+...+ a,,x +a, cu coeficientii din
campul K.

Numim polinom de matrice, matricea
fA) = a, A’ +a, 47"+ ... +a,. 1A +ayl,
unde A€ M ,(K) si I, este matricea unitate de ordinul 7.
1.2.2 Definitie. Se numeste determinantul matricei patratice A€ M ,(K)

elementul detA e K dat de

det4 = z Egllis >Uyg, s yg

oes,

unde S, este grupul permutarilor de ordinul n, iar &, = *1

reprezinta signatura permutarii o €S, .



De cum este definit determinantul unei matrice patratice 4 rezulta ca
det("4) = detA, motiv pentru care orice proprietate referitoare la liniile unui
determinant este adevdrata si pentru coloane. Sa enuntdm principalele
proprietati ale determinantilor:

-daca elementele unei linii sunt reprezentate ca sume de cate doi
termeni, atunci determinantul se descompune intr-o suma de doi determinanti.

-daca elementele unei linii se multiplica cu un numar ¢ , atunci
determinantul se multiplica cu 7. In general det(¢4) = ¢ det A.

-daca intr-un determinant se schimba doua linii intre ele, atunci se
schimba si semnul determinantului.

-valoarea unui determinant nu se schimba daca la elementele unei linii
addugadm o combinatie liniard formata cu elementele celorlalte linii.

Dacd a; este un element al matricei 4, notam cu A4; determinantul
obtinut prin suprimarea liniei i §i a coloanei j, numit minorul elementului a;;
. 1+ . . ‘
iar cu Tjj = (-1)" - A4y complementul algebric al acestui element.

Calculul determinantului matricei 4, folosind teorema de dezvoltare
dupd linia i, V' i = 1,n, este dat de formula

Detd = » a,T,
k=1

Matricele patratice A € M,(K) pentru care detA # () se numesc matrice
nesingulare.

Matricea A™ cu proprietatile 4- A7 = 4 - 4 = I se numeste inversa
matricei 4. Matricea A este inversabild dacad si numai daca A este nesingulara.
Inversa matricei 4 se poate determina astfel: se calculeaza det4 = 0, se afla
reciproca 4" prin inlocuirea elementelor matricei 4 cu complementii algebrici
corespunzatori dupa care obtinem

] 1 .
Al = A
det 4
Intrucat, in general, produsul a doua matrice nu este comutativ, avem

(4B) '=B'4".

Multimea matricelor de ordinul # nesingulare impreuna cu operatia de
inmultire a doua matrice formeaza un grup numit grupul liniar general de
ordinul n, notat cu GL (n;K).

Grupul liniar general GL (n;K) contine cateva subgrupuri remarcabile:

GO (n,K) = {Ae GL(n;K)/’A =A4"}
numit grupul ortogonal de ordinul n
SO (n;K) = {Ae GL(n;K)/’A = A" sidetd = 1}
numit grupul ortogonal special de ordinul n.



§1.3 Sisteme de ecuatii liniare
Fie sistemul de m ecuatii cu n necunoscute

a, X, +a,x, +...+a,x, =b
Ay X, +ayx, +...+a, x, =b, (3 1)

a,x +a,x,+..+a,x =b,

mn--n

Sistemul (3.1) poate fi scris condensat sub forma:

ialjxj =b,, I<jsm .Y
=l

Dacd notam cu A4 = (a;), matricea de tipul m x n, matricea
coeficientilor necunoscutelor sistemului X = 1x;,x5,...,x,) $1 B = (b, by, ...,bn),
sistemul (3.1) se scrie Tn mod echivalent sub forma matriceala:

AX =B (3.1)

Prin solutie a sistemului (3.1) intelegem n-upla (x;x»,...,x, ) care
satisface simultan toate ecuatiile sistemului.

Ordinul maxim al deteminantilor cu elemente din 4 , nenuli este numit
rangul matricei 4, iar un astfel de determinant este numit determinant
principal. Ecuatiile ce contin elemente din determinantul principal se numesc
ecuatii principale iar celelalte se numesc ecuatii secundare. Analog vom numi
necunoscute principale, respectiv necunoscute secundare.

Se numeste determinant caracteristic, determinantul obtinut prin
bordarea determinantului principal cu coeficientii corespunzatori dintr-o
ecuatie secundard s§i coloana termenilor liberi, respectiv necunoscute
secundare.

1.3.1 Teorema. (Rouche) Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si
numai daca toti determinantii sunt nuli.

In cazul in care rangul matricei 4, r = rang A, este egal cu numarul
ecuatiilor, convenim ca teorema lui Rouche este satisfacuta.

Un sistem compatibil admite solutiile unicd (este determinat ) daca
toate necunoscutele sunt principale, » = n. In caz contrar sistemul admite o
infinitate de solutii (este nedeterminat), » < n.

Daca r = m = n sistemul (3.1) este numit sistem Cramer, caz in care

.. Ax, .
componentele solutiel sunt date de x, =—+=,i=1n.

Sistemul (3.1) in care b;=0, i =1,n se numeste sistem omogen. Un
sistem omogen este intotdeauna compatibil, admitand cel putin solutia banala
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(0,0,..,0). Pentru ca un sistem de ecuatii liniare $i omogene sa admita si solutii
diferite de solutia banald impunem conditia » < n.

§1.4 Legi de compozitie
Fie X o multime nevida.

1.4.1 Definitie Se numeste lege de compozitie internd pe X (sau operatie
algebrica) o aplicatie " * "a produsului cartezian Xx X cu valori in X.

Legea de compozitie internd " * "asociaza oricarei perechi (x,y)e Xx X
un element z = x *y € X;numit compusul lui x cu y.

Exemple

1° Pe multimea numerelor complexe C si pe orice submultime
a sa se defineste legea de compozitie internd " +" : C xC = C, (z;,z3) —z =
z; + z, numitd suma a doud numere complexe.
2° In clasa P(X) a partilor unei multimi X operatia de
intersectie " M " a doua multimi defineste pe P(X) o lege de compozitie
interna.
Fie Yc X o submultime nevida si o lege de compozitie interna pe
X, atunci multimea Y se numeste parte stabila in raport cu operatia " * " daca
VxyeYavemx *y €Y. Dacd Y c X este parte stabild in raport cu operatia
" * " definitd pe X, atunci restrictia aplicatiei " * " la multimea ¥ x Y se
numeste lege de compozitie indusa de" * " pe Y.
In cele ce urmeazia vom prezenta citeva proprietiti, notate cu ” I ", ale
operatiiilor algebrice cu ajutorul carora se definesc structurile algebrice
fundamentale.

"ok on

L) asociativitatea
Vx,yzeX x*(@y*z)=(x*y) *z
Iy) elementul neutru
VxeX Fee Xastfelincitx *e=e *x =x
Daca legea de compozitie este de tip aditiv, elementul neutru e se
numeste elementul nul i va fi notat cu 0 (zero) , iar in cazul unei legi de tip
multiplicativ e este numit element unitate si va fi notat cu 1 (unu).

I.) elementul simetric

dacixe X, Ix’ e Xastfel Incatx *x ' =x" *x=e¢
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Daca legea de compozitie este de tip aditiv, elementul simetric x’ va fi
numit opusul lui x si va fi notat cu —x, iar daca legea de compozitie este de tip
multiplicativ atunci x’ va fi numit inversul lui x si va fi notat cu x™'.

Daca o lege de compozitie interna pe X este asociativd si admite
element neutru, atunci orice element are cel mult un simetric. In adevir, daca
x ar admite doud elemente simetrice x” si x “atunci

xX'=x*e=x"*(xW)=x"*x)*x"=e*x"=x"

L4) comutativitatea

Vx, ye Xavemx *y =y *x
Daca pe multimea X sunt definite doua legi de compozitie notate cu
" # " sirespectiv” o " proprietatea

D) VxyzeX x*poz)=(x*y)o(x *z)
va fi numita distributivitatea legii " * " fatd de legea " o ".

1.4.2 Definitie. O submultime X # & impreuna cu o lege de compozitie
internd asociativa se numeste monoid sau semigrup.

Daca in plus operatia algebrica ” * " are element neutru ( este
comutativad) se spune cd (X, *) este un monoid cu unitate sau unitar (monoid
comutativ sau abelian).

1.4.3 Definitie. O multime G # & impreund cu o lege de comporzitie internd
" * " asociativa cu element neutru §i care are proprietatea ca orice element
din G este inversabil se numeste grup.

In plus daci legea de compozitie internd este comutativa atunci (G,*)
se numeste grup abelian.

Vom spune ca operatia definitd pe multimea G cu proprietatile
enuntate determind pe G o structura de grup, iar proprietatile 7,5, /.
(1. satisfacutd pentru 'x € X) vor fi numite axiomele structurii de grup. Daca
operatia " * " este adunarea (inmultirea) atunci grupul se numeste grup aditiv
( multiplicativ).

Intr-un grup (G,*) ecuatiile: @ *x = b si x * a = b au solutii unice.

"oskon

Exemple

1 Multimea numerelor intregi Z impreuna cu operatia de adunare este
un grup abelian. In schimb multimea Z inzestrati cu operatia de inmultire nu
este grup, singurele elemente inversabile sunt 1 si —1.

2" intr-un semigrup cu unitate, submultimea elementelor inversabile
formeaza impreuna cu operatia indusa o structura de grup.

1.4.4 Definitie. Submultimea Hc G a grupului (G.*) se numeste subgrup al

grupului G daca legea de compozitie interna induce pe H o structura de grup,
adica (H,*) este grup.
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1.4.5 Propozitie. Daca (G.*) este un grup si Hc G o submultime, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) H este un subgrup al lui G
2) VxyeH= x*yeH si VxeH=x'eH

1.4.6 Definitie. Doua elemente x, y € H se zic echivalente la dreapta modulo
H x ~y, dacdy'leH.

Relatia "~ " este o relatie de echivalentd pe H. Multimea claselor de
echivalentd la dreapta se numeste multimea factor §i se noteazd cu G/H.
Analog se pot defini si clasele de echivalenta la stanga. Daca G este un grup
comutativ atunci o clasd de echivalenta la stdnga este clasd de echivalenta la
dreapta si reciproc.

1.4.7 Definitie. Un subgrup H al grupului (G.*) se numeste divizor normal
(subgrup normal) dacd x h xleH pentru Vxe Gsih € H.
Intr-un grup abelian orice subgrup este un divizor normal.

1.4.8 Propozitie. Daca H este un divizor normal al grupului (G, 9 atunci
clasele de echivalenta la dreapta coincid cu clasele de echivalenta la stanga
si in plus multimea G/H poate fi inzestratd cu o structurda de grup numit
grupul factor.

1.4.9 Definitie. Fie grupurile (G,*) si (G'°). O aplicatie f : G — G’se
numegste morfism (homomorfism sau omomorfism) de grupuri dacd este
satisfacuta relatia:

S *y)=fx)°fy), Vxye G

Daca aplicatia f este bijectiva ( injectiva, surjectiva) atunci morfismul f
va fi numit izomorfism (monomorfism, epimorfism,).

In cazul in care G = G’, morfismul (izomorfismul) de grupuri
f: G — G’ este numit endomorfism (automorfism).

1.4.10 Definitie. O multime nevida A, impreuna cu doua legi de compozitie
interne, dintre care una se noteaza de obicei aditiv " +", iar cealalta
multiplicativ" -" , se numeste inel daca sunt indeplinite conditiile:

1° (4,+) este grup abelian

2" (4, ) este semigrup
3 operatia de inmultire este distributiva fata de adunare:
xX(y +z)=xy+xz, VxyzeA.

Daca (4, +, <) este un inel pentru care inmultirea este comutativa atunci
(4,4, 9 va fi numit inel comutativ.
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Daca (4,+,9) este un inel in care inmultirea admite element neutru,
atunci (4, +, 9 se va numit inel cu unitate sau inel unitar.

1.4.11 Definitie. Un inel unitar (K,+,) in care orice element nenul este
inversabil se numeste corp.

Un corp In care inmultirea este comutativa va fi numit corp comutativ
sau camp.

1.4.12 Definitie. O aplicatie f : K — L unde K §i L sunt doud corpuri (inele),
se numeste morfism de corpuri (inele) daca sunt satisfdacute proprietatile:

D) fix+y) =f)+f), Vxy eK
2) fixy) =) fy), Vxy €K

Daca in plus, f'este bijectiva atunci f'se numeste izomorfism de corpuri
(inele).

Exemple

1° Multimea (Z,+, ) formeazi un inel cu unitate numit inelul
intregilor.

2 Multimea M(m;A), a matricelor patratice de ordinul m cu
elemente din inelul 4, impreuna cu operatiile de adunare si inmultire a doua
matrice, formeaza o structura de inel unitar.

3 Multimea numerelor reale R dotata cu operatiile de adunare
si Tnmultire formeaza un corp comutativ.

Fie X si Q2 doua multimi nevide oarecare

1.4.13 Definitie. Se numeste lege de compozitie externd pe X cu operatori din
Q o aplicatie f: QO x X — X care asociaza oricarei perechi ordonate (a,x) €
Qx X, un elementz = :ax € X.

De exemplu dacd 4 = (a;) € M,...(K) este o matrice de tip nxm cu
elemente din corpul K, iar ca multime de operatori scalari consideram
multimea numerelor reale R, atunci produsul unei matrice cu un numar real,
od = : (aaj), defineste o lege de compozitie externd pe mutimea M, .,(K).
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Daca multimile X si 4 sunt inzestrate cu operatii algebrice interne
atunci pe multimea X pot fi definite alte tipuri de structuri.

1.4.14 Definitie. Fie A un inel unitar. Se numeste A — modul de stanga ( sau
modul la stanga peste A) o multime nevida X pentru care sunt indeplinite
conditiile:

L (X, +) este o structura de grup abelian
11. legea de compozitie externa ¢ : A x X — X satisface axiomele:
a) ax+ty =ax+ay
b) (a+p)x=ax+ fx
o) a(fx)=(ap)x
d 1 -x=x pentruVea fecAdsi VxyeX
Observatii

1" Notiunea de 4 modul la dreapta se defineste in mod similar,
considerand aplicatia ¢ - 4 x X - X, (x,a) > x a.

2" Daci inelul A este comutativ, atunci orice A — modul la stanga
este un A — modul la dreapta, si reciproc.

3" Daci A este un corp comutativ (camp) atunci (X, +, @) se numeste
spatiu vectorial. Aceatd structura va fi studiata in capitolul urmator.

Structurile algebrice definite anterior pot fi prezentate schematic in
modelul urmator, unde " * " (+ sau o) desemneazd o lege de compozitie
internd pe X ce satisface una sau mai multe proprietati din grupa /, iar ¢
defineste o lege de compozitie externd ce satisface grupa a I/ — a de axiome.
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Un model similar poate fi construit pentru substructuri.
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Capitolul 2

SPATII VECTORIALE

Acest capitol este dedicat prezentdrii notiunii de spatiu vectorial si
studierii subspatiilor sale vectoriale. Submultimile de vectori liniar
independenti si liniar dependenti permit definirea notiunilor de baza si
dimensiune ale unui spatiu vectorial. In final, sunt prezentate spatiile
vectoriale euclidiene, adica acele spatii vectoriale pe care s-a definit un
produs scalar, ceea ce permite concretizarea notiunilor de lungime a unui
vector, unghiul a doi vectori, ortogonalitate, s.a.

Obiective operationale:
2.1. Sa prezinte, exemplificand, notiunea de spatiu vectorial
2.2. Sa fie capabil sd decida cand o submultime nevida a unui spatiu
vectorial este un subspatiu vectorial al acestuia
2.3. Sa retina notiunile de baza si dimensiune
2.4. Sa vizualizeze spatiile vectoriale n-dimensionale pentru n=1,2,3 si sa
exemplifice abstractizarea lor.

Continutul capitolului:

§2.1 Spatiu vectorial:definitie si exemple
§2.2 Subspatii vectoriale

§2.3 Baza si dimensiune

§2.4 Spatii vectoriale euclidiene

§2.5 Probleme rezolvate

§2.6 Teme de rezolvat pentru evaluare
§2.7 Bibliografie
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§2.1. Spatiu vectorial: definitie si exemple

Notiunea de spatiu vectorial constituie obiectul de studiu al algebrei
liniare si reprezintd una dintre cele mai importante structuri algebrice
utilizata in diferite ramuri ale matematicii precum si in disciplinele aplicate.

1.1 Definitie. O multime nevida V se numeste spatiu vectorial (liniar)
peste campul K (pe scurt K-spatiu vectorial) daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

L. (V, +) formeaza o structura de grup abelian (de tip aditiv), adica

a) (x+ty)tz = x+(y+z) , VxyzeV

b) 3 0 € V astfel incat VxelV, x+0=0+x
¢c) VxeV,3 —xeV, x+ (x)=(x)+x=0
d VxyeV,x+y =y +x

Il. Legea de compozitie externa ¢ : K x V, @, x) = ox, satisface
axiomele:

a) ax+y)=oax+ay

b) (a+ pP)x=ox+ px

¢) a(fx)=(ap)x

d 1-x=x, Vo feK VxyelV.

Conditiile I s1 II reprezintd axiomele spatiului vectorial peste campul K.

Elementele multimii V' se numesc vectori, elementele campului K
se numesc scalari, iar legea de compozitie externd se numeste inmultirea cu
scalari.

Daca corpul comutativ K este corpul numerelor reale R sau
complexe C, vom vorbi atunci despre un spatiu vectorial real, respectiv
spatiu vectorial complex.

In majoritatea cazurilor vom fintalni spatii vectoriale peste corpul
numerelor reale si le vom numi simplu "spatii vectoriale", iar in celelalte
cazuri vom indica campul scalarilor.

Daca notam cu 0y vectorul nul al grupului aditiv V si cu Ok scalarul
nul, atunci din axiomele care definesc spatiul vectorial V" peste campul K
avem urmadtoarele proprietati:

2.1.2 Corolar  Daca V este un spatiu vectorial peste campul K, atunci
pentru, ¥V xeV, ¥V ae K au loc proprietatile:

1) OKX = OV
2) aOV= OV
3)(-1)x=-x.
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Demonstratie:

1) Folosind axiomele II, si IIg avem Ogx x = (0x + Og)x = = Og x + Og x
= OK.X = OV.

2) Tinand cont de I} si I, 20y = Oy + 0y) = a0y + a0y din care obtinem
a0, = 0,.

3) din axiomele grupului aditiv ale campului K, consecinta 1) si axioma I,
avem x + (-1)x =[1 + (-1)]x = Ogx = 0y de unde obtinem (-1) x= -x.

Exemple

1° Fie K un corp comutativ. Tinand cont de structura aditiva
abeliand a campului K, atunci multimea K reprezintd un K-spatiu vectorial.
Mai mult daca K'c K este un subcorp, atunci K este un K'-spatiu vectorial.
Multimea numerelor complexe C poate fi privitd ca un C-spatiu vectorial sau
R-spatiu vectorial respectiv Q-spatiu vectorial.

2° Multimea K" = K x K x ... x K, unde K este un corp comutativ,
este un K-spatiu vectorial, numit spatiul aritmetic (standard),in raport cu
operatiile : Vx,y €V ,Va € K , x= (x;, x2,..,Xn), V=1, V2,.,Vn)
X+y=(x+y,X+Y,0X, +¥,)
o = (ax,,ax,,...,0x,

3° Multimea matricelor M,,.,(K), este un K-spatiu vectorial in raport
cu operatiile:
A+B=(a; +b;)

ad=:(a;), V A = (ay), B=(bj) € Muu(K), Vo e K.

4° Multimea K[X] a polinoamelor cu coeficienti din campul K este
un  K-spatiu vectorial in raport cu operatiile:
f+g=(a,+b,,a,+b,.), of =(aa,,0a,,..),

Y f=(ay, aj..), 2 = (b}, b,,..) € K[X], Va e K.

5° Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii liniare §i omogene
formeaza un spatiu vectorial peste campul K al coeficientilor acestui sistem.
Solutiile unui sistem de m ecuatii cu n necunoscute, privite ca elemente din
K" (n-uple), pot fi insumate si inmultite cu un scalar respectand adunarea si
produsul cu scalari definite pe K".

6° Multimea vectorilor liberi V; din spatiul punctual al geometriei
elementare este un R-spatiu vectorial

Pentru a construi aceastd multime sd consideram spatiul geometric £3
si multimea M = E3 x E3 = {(4, B)/ A, B € Es}. Elementele multimii M sunt

numite bipuncte sau segmente orientate si vor fi notate prin AB . Punctul 4

va fi numit originea iar B va fi numit extremitatea segmentului 4B . In cazul
in care originea §i extremitatea coincid se obtine segmentul nul (4, A).
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Dreapta determinatd de punctele 4 si B se numeste dreapta suport a

segmentului AB . Doud segmente orientate au aceeasi directie daca dreptele
suport sunt paralele sau coincid.

Doua segmente orientate nenule AB si CD cu aceeasi directie, au
acelasi sens daca extremitatile lor se afla in acelasi semiplan determinat de
dreapta ce uneste originile celor doud segmente,

Fig.1
Lungimea (modulul sau norma) unui segment orientat AB se
defineste ca fiind lungimea geometrica a segmentului neorientat [AB], adica

distanta de la punctul A la punctul B si va fi notata cu | AB | (|| 4B |)).
Segmentul nul are lungimea zero .

Pe multimea M introducem relatia de echipolenta "~".

Doua segmente orientate AB si CD se zic echipolente daca acestea
au aceeasli directie ,acelasi sens si aceeasi lungime, (fig.2) :

B

fig.2
Se verifica usor ca relatia de echipolenta este o relatie de
echivalentd pe multimea M ( este reflexiva, simetrica si tranzitiva).
Multimea claselor de echivalenta, in raport cu aceasta relatie:

P
M/N:{(A,B) |A,B € E3} =V
defineste multimea vectorilor liberi ai spatiului geometric E;. Clasa de
echivalentd a segmentului orientat AB va fi notatd cu AB=7v st va fi

numitd vector liber iar segmentul orientat AB e AB va fi numit
reprezentantul vectorului liber v in punctul 4. Directia, sensul si lungimea
care sunt comune tuturor elementelor unei clase de echivalentd definesc
directia, sensul si lungimea vectorului liber. Pentru lungimea unui vector
liber vom folosi notatiile |v| sau ||v||. Vectorul liber de lungimea zero se
numeste vectorul nul si se noteaza cu0. Un vector liber de lungime unu se
numeste vector unitate sau versor.

Doi vectori liber # §1 v sunt egali u =v daca reprezentantii lor
sunt doud segmente orientate echipolente.
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Doi vectori liberi care au aceeasi directie se numesc vectori
coliniari. Doi vectori coliniari cu aceeasi lungime si de sensuri opuse se
numesc vectori opusi.

Trei vectori liberi se numesc coplanari daca segmentele orientate
corespunzatoare sunt paralele cu un plan.

Multimea V3 poate fi organizata ca un grup aditiv abelian.

Daca vectorii liberi # §1 v sunt reprezentati de segmentele

—_

orientate AB si respectiv AC, atunci vectorul reprezentat de segmentul

orientat AD defineste suma vectorilor # i v si se noteazd cu w=u +Vv
(fig. 3)

v

fig.3

Regula ce defineste suma a doi vectori liberi # si v este numita
regula paralelogramelor (sau regula triunghiului).

Suma a doi vectori liberi “+”: V3x V3 — V3, (u,vV)—>u +V este o

lege de compozitie internd bine definitd (nu depinde de alegerea
reprezentantilor). Axiomele de grup aditiv abelian sunt usor de verificat.

Legea de compozitie externa
@: Kx Vi—> Vs, p(a,v)=av
unde vectorul av este caracterizat de aceeasi directie cu v, acelasi sens
dacd a >0, sens opus dacd <0 si||av| = |a] ||V||, satisface axiomele
grupei a II-a din definitia unui spatiu vectorial.
In concluzie,cele doua operatii definite pe Vi3 , satisfacand

axiomele grupei [ si 11, inzestreaza multimea vectorilor liberi cu o structura
de spatiu vectorial real.

§ 2.2. Subspatii vectoriale
Fie ¥V un spatiu vectorial peste campul K.

2.1 Definitie. O submultime nevidi U c V se numeste subspatiu
vectorial al lui V daca operatiile algebrice de pe V induc
pe U o structura de K-spatiu vectorial.
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2.2 Teorema. Daca U este o submultime a K-spatiului vectorial 'V,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° U este subspatiu vectorial in V'
2°Vx,yelU, Vae K avem

a)x+yelU

b) axeU
°Vx,yelU, Vo fecU=> Vax+ pye U.

Demonstratie

1° — 2° daca U < V este un subspatiu rezultd ca pentru
Vx,yeU=>x+yeU si pentru Vx e U si Vae K = axe U,
intrucat cele doua operatii induc pe submultimea U o structurd de spatiu
vectorial.

2°—> 3% Vx,yel, a,ﬂeK:bmoceU si ﬂyeU:amoc—i-[)ﬁ/eU.

3> 1% Vx,ye Usipentrua=1, f=-lrezultaciax-y e U
ceea ce demonstreaza cd U — V este un subgrup abelian. Pe de altd parte
pentru Vx,y e U, Vae K si f =0 = ax € U iar axiomele II din

definitia unui spatiu vectorial se verificad imediat, deci submultimea U c V'
poseda o structura de spatiu vectorial.

Exemple

1° Multimea {0} — V este subspatiu in V, numit subspatiul nul al
lui V. Orice subspatiu diferit de spatiul vectorial ¥ si de subspatiul nul {0}
se numeste subspatiu propriu.

2° Multimea matricelor simetrice (antisimetrice) de ordinul » este
un subspatiu al multimii matricelor patratice de ordinul #.

3° Multimea polinoamelor cu coeficienti reali de grad < n,
R[X] = {f € R[X]/grad f < n} reprezinta un subspatiu vectorial al spatiului
vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali.

4° Submultimile
R.={(x,0)xe R} cR* R,={(0,y)x € R} C R
sunt subspatii vectoriale ale spatiului aritmetic R>. Mai general, multimea
punctelor de pe orice dreaptd ce trece prin originea spatiului R?, determin

un subspatiu vectorial. Aceste subspatii vectoriale reprezintd multimea
solutiilor unor ecuatii liniare i omogene in doud necunoscute.
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2.2.3 Fie V; si V, doua subspatii in K-spatiul vectorial V.

Propozitie. Submultimile  V; "V, <V si V, + V, =
={velV/v=v +v,,v,elV,v,eV,}cV sunt subspatii
vectoriale.

Demonstratie. Pentru Vx, ye Vinl,=x,ye Vi six, y € V, cum V; si
V> sunt subspatii vectoriale ale lui V rezulta cd pentru V o, f € K avem
ox + fy eV, st ax + Py e V,, deci ax + fy € Vi n V.. Folosind
Teorema 2.1 rezultd prima parte a propozitiei.

Dacd u=u,+u,eV,+V, si v=v,+v, eV, +V, atunci pentru
VapeK, au+pfy=a(u +uy)+ W +v,)= (cu,+ou,)+(fv,+ pv,).
Cum Vi si V>, sunt  subspatii vectoriale, = au, + fv, € V| si
ou, + pv, € V,, cc.td.

Observatie. Submultimea V; U V> < V nu este un subspatiu vectorial.

Exemplu. Subspatiile vectoriale R, si R, definite in exemplul 4°, verifica
relatiile:
R.NR,={0}siR, +R, =R
In adevir, daci (x, y) € R, N Ry eRsix,y)eR<y=0s51x=0,
ceea ce dovedeste ca subspatiul R, N R, este format numai din vectorul nul.
Pentru V (x,y) € R, 3(x,0) € R, 3(0,y) € R,, astfel incat
(x, ) = (x, 0) + (0, y) ceea ce demonstreazi ci R* = R, + R,. Incluziunea
inversd este evidenta.

2.2.4 Fie V;,V,c Vdoua subspatii vectoriale si v € V; + Vo.
Propozitie. Descompunerea v = v, +v, este unica daca §i numai

daca V] M V2 = {O} .

Demonstratie: Necesitatea conditiei o demonstram prin reducere la absurd.
Presupunem ca V;nV,# {0} = Fv#0 ce poate fiscris v=0 +v sau
v = v+ (), ceea ce ar contrazice unitatea scrierii, deci V; NV, = {0}.

Pentru a demonstra suficienta conditiei admitem ca
v =v +v,=v/+v,. Deoarece v, v,/ €V, si v,, v, € V,, vectorul
u=v, —v,'=v, —v, este continut in ¥; N V.. Cum V; n V, = {0}
rezultd ca v, = v, si v, = v,’, adicd unicitatea descompunerii.

Daca V; si V, sunt doud subspatii vectoriale ale subspatiului
vectorial V'si V; NV, = {0} atunci suma V; + V, se numeste suma
directa sise noteazacu V; @ V.. in plus,daca V; @ V, =V, atunci V; si V>
se numesc subspatii suplimentare. In cazul in care V; c V este un spatiu
vectorial dat si existd un unic subspatiu ¥V, < V astfel incat V' = V; @ V>,
atunci V> se numeste complementul algebric al subspatiului V.
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Exemplu. Subspatiile vectoriale R, si R,, satisficand proprietatile
RN R, = {0}, R, + R, = R’, sunt subspatii vectoriale suplimentare, iar
spatiul aritmetic R’ poate fi reprezentat sub forma R’ = R, @ R,. Acest fapt
permite ca orice vector (x, y) € R sa poatd fi scris in mod unic ca suma
vectorilor (x, 0) € R?si (0, y) € R, (x, y) = (x, 0) + (0, ).

Observatie. Notiunile de suma si suma directd pot fi extinse la un numar
finit de termeni.

2.2.5 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste campul K si S o
submultime nevida a sa. Un vector v € V de forma
v=Aixi+ Aaxa 4+ A,xp, Ai€K, X; eR
(2.1)
se numeste combinatie liniard finitd de elemente din S.

2.2.6 Teorema. Daca S este o submultime nevida a lui V, atunci multimea
tuturor combinatiilor liniare finite de elemente din S,
notata cu L(S) sau <8>, este un subspatiu vectorial al lui
V, numit subspatiul generat de submulfimea S sau
acoperirea liniard a lui S.

Demonstratie Aplicand rezultatul teoremei 2.1 pentru Vx, y € L(S), V
P q P q

a B e K ax+fy=a) Ax.+pY uy, =D (@A)x,+) (Bu,)y, suma
i=1 j=1 i=1 j=1

reprezintd tot o combinatie liniard finitd cu elemente din S, deci
oax+ py € L(S).

2.2.7 Consecinta. Daca V; si V> sunt doua subspatii vectoriale ale
spatiului vectorial V atunci L(V; O V5)=V; + V..

Demonstratia este imediata.

2.2.8 Definitie. O submultime S — V se numeste sistem de generatori
pentru spatiul vectorial V daca subspatiul generat de

submultimea S coincide cu V, L (S)=V.

Daca submultimea S este finitd, §i pentru orice vector v € V,

3 4 e K, i =1,nastfel incat v = Z/lixi , atunci spunem ca spatiul vectorial V
i=1
este finit generat.
O generalizare a notiunii de spatiu vectorial este datd de notiunea de
varietate liniara.
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2.2.9 Definitie. Se numeste varietate liniara in spatiul vectorial V o
submultime L — V pentru care exista un vector xo € L
astfel incat multimea V, ={v=x—-x,/xe€lL} este un
subspatiu vectorial al lui V.

Subspatiul ¥V se numeste subspatiul director al varietatii liniare L.

Exemplu . Si considerdm spatiul vectorial standard R* inzestrat cu sistemul
axelor de coordonate x O y (fig. 4)
Sd considerdm o dreapta L care trece prin punctul x, = (a,,b,) € L.

Punctul v=x-x,=(a—a,,b-b,), V (a, b) € L este situat pe o dreaptd
paraleld cu L  R” ce trece prin origine (demonstratia este imediati).

L
Vi

fig.4

In concluzie submultimea punctelor din spatiul vectorial R* situate
pe orice dreapta (L) din plan reprezinta o varietate liniard avand drept spatiu
vectorial director dreapta ce trece prin origine si care este paraleld cu dreapta
(L).

Un subspatiu vectorial reprezintd un caz particular de varietate
liniara; este acea varietate liniara a spatiului vectorial V ce contine vectorul
nul al spatiului vectorial V (v = 0).

Fie V' un K-spatiu vectorial si submultimea § = {x;x5,....x,} < V.

2.2.10 Definitie. Submultimea de vectori § = {x;, x5 ... x,} < V se
numeste  liniar  independentd ( libera sau
vectorii
X5, X2 ..., X, sunt liniar independent) daca

egalitatea A,x, +4,x, +..+ A,x, =0 4 € K i=1,p,

are loc numai daca A =4,=..=4,=0.

O multime (finitd sau nu) de vectori dintr-un spatiu vectorial este
liniar independenta dacd orice sistem finit de vectori este un sistem de
vectori liniar independenti.
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2.2.11 Definitie.  Submultimea de vectori S = {x;, x5, ..., x,} < V se
numeste liniar dependentd (legata sau vectorii x;, x;,..,
x, sunt liniar dependenti), daca (3) A, A, ..., 4,
e K
nu tofi nuli pentru care  Ax, + A,x, +..+4,x, =0.

Remarca: Dacd anularea unei combinatii liniare finite, formata cu vectorii
X1, X2, ..., X, € V, permite exprimarea unui vector in functie de ceilalti (adica
existenta mdcar a unui coeficient nenul) atunci vectorii xi, xz, ..., X, sunt
liniar dependenti, in caz contrar acestia sunt liniar independenti.

2.2.12 Teorema. Daca S = {x;, X2, ..., X,} < V este o multime liniar
independenta si L(S) acoperirea liniara a lui S, atunci
orice multime de p + 1 elemente din L(S) este liniar

dependenta.
P
Demonstratie. Fie vectorii y; - Za,-jxj, i=12,..., pt1 din acoperirea
=1
liniarda L(S).
Relatia Ayyr + Apn + ..+4+10p+1 = 0 este echivalentd cu

p_( ptl
Z(z/liai,}szo. Tindnd cont c@ vectorii x,x,, ..., x, sunt liniar
J=1\_i=l '

independenti obtinem pentru Vj=1p relatiile  Aa;; + Aay +
+...+4,11a,+1; = 0, care reprezintd un sistem de p ecuatii liniare cu p + 1
necunoscute (4;), admite si solutii diferite de solutia banald, ceea ce
inseamnd ca vectorii yi, ), ..., Vp+1 sunt liniar dependenti, c.c.t.d.

§2.3. Baza si dimensiune

Fie V' un K-spatiu vectorial
2.3.1 Definitie. O submultime B (finita sau nu) de vectori din V se
numeste baza a spatiului vectorial V daca:
1) B este liniar independenta
2) B reprezinta un sistem de generatori pentru V.

Spatiul vectorial V se zice ca este finit generat sau finit dimensional
daca exista un sistem finit de generatori.

2.3.2 Teorema. (de existentd a bazelor) Daca V # {0} este un spatiu
vectorial finit generat §i S este un sistem de generatori
pentru V, atunci exista o baza B — S a spatiului vectorial
V. (Din orice sistem finit de generatori al unui spatiu
vectorial se poate extrage o baza).
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Demonstratie: Mai intdi sd demonstram cd S contine si vectori nenuli.
Presupunem ca S= {0}, atunci V x € V| {O} poate fi scris sub forma

x =4 -0 =0(S - sistem de generatori) absurd ceea ce arata ca presupunerea
facuta este falsa, deci S # {0}.

Fie acum x; € S un vector nenul. Multimea L = {x;} — S reprezinta
un sistem liniar independent. Continudm sa adaugdm vectori nenuli din S
pentru care submultimea L sd reprezinte o multime liniar independentd. Sa
presupunem ca S contine n elemente, atunci S are 2" submultimi finite. Dupa
un numar finit de pasi vom gasi L < S, un sistem de vectori liniar
independenti si pentru V L’ < S" cu L < L’, L’ reprezintd o submultime
liniar dependenta (L este maximal in sensul relatiei de ordine).

L este un sistem de generatori pentru V. In adevar, daci L
= { x5, X2, ..., X} pentru m = n = L = § si este un sistem de generatori, iar
daca m < m, atuncit L' = L U {me } Vx,, € S\L, reprezintd un sistem

de vectori liniar dependeti (L este maximal) si Vx,,, €S/L, x,,,, = z/'tl.xi ,
i=1

m+

x; € L, i =1, m. Rezulta ca Ver,szﬂl.xl., re K, xiel, i=l,m.

Multimea L satisface conditiile teoremei 4.1 deci formeaza o baza a spatiului
vectorial V, c.c.t.d.

2.3.3 Consecinta. Daca V # {0} si S < V un sistem finit de generatori §i
L; S un sistem liniar independent, atunci exista o
baza B a spatiului vectorial V, asa incat Ly c B c §.

Un spatiu vectorial V este finit dimensional daca are o baza finita
sau dacd V = {0}, in caz contrar se numeste infinit dimensional.
Exemple

1°In spatiul aritmetic K" submultimea vectorilor B={ej, ey, ..., e,},
unde e;={1, 0, ..., 0}, ex={0, 1, ..., 0},..., e.={0, O, ..., 0, 1}, reprezinta o
bazd a spatiului vectorial K", numitd baza canonica.

2° In spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali R[X]
submultimea B = {1, x, x%...x",..}, constituie o a bazi. R[X] este un spatiu
infinit dimensional.

2.3.4 Propozitie. Intr-un K-spatiu vectorial V finit generat, orice doud
baze au acelasi numar de elemente.

Demonstratie. Sa considerdm in spatiul vectorial ¥ finit generat bazele Bsi
B’, avand card B= n, respectiv card B'= n'. Folosind consecienta 3.3 obtinem
perand n<n' si n'<n,deci n' =n.

Propozitia precedenta permite introducerea notiunii de dimensiune
a unui spatiu vectorial.
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2.3.5 Definitie.  Se numeste dimensiune a unui spatiu vectorial finit
generat, numarul de vectori dintr-o baza a sa, notat cu
dimV. Spatiul nul {0} are dimensiunea .

Observatie Daca V este un spatiu vectorial cu dimV = n atunci:
a) un sistem de n vectori este baza < este liber independent.
b) un sistem de n vectori este baza < este sistem de generatori.
¢) Orice sistem de m > n vectori este liniar dependent.

Vom nota un K-spatiu vectorial n-dimensional cu V,,, dimV, = n.

2.3.6 Propozitie. Daca B ={e; e,..., e,} este o baza a K-spatiului
vectorial 'V, atunci orice vector x € V, admite o

€ K.

10

n
exprimare unicd x = z},‘e
i=1

Demonstratie Presupunem ca x € FV, ar avea si o altd exprimare

x=z e, . Egaland cele doua exprimdri obtinem Z(/L. -u,)e, =0, 0
i=1 i=1
combinatie liniard nuld a vectorilor liniar independenti ai bazei, echivalenta
cud =y, Vi=ln.
Scalarii  A;, Ay,..., A, se numesc coordonatele vectorului x in
baza B, iar bijectiile /> V, — K, x = (4, 4,,..., 4,) se numeste sistem de

coordonate pe V.

2.3.7 Teorema. (Steinitz—teorema schimbului). Daca B = {e,, e;, ..., e,}
este o baza in spatiul vectorial V, si S = {f1, f>..., Jp}
este un sistem de vectori liniar independenti din V,
atunci p < n §i dupa o eventuald renumerotare a
vectorilor bazeiB, sistemul B’ ={f}, f>,..., f,, €p+1,..., €n}
reprezintd de asemenea o bazd pentru V.

Demonstratie: Aplicind rezultatul consecintei 3.3 si faptul ca orice doua
baze au acelasi cardinal rezulta ca p < n.

Pentru a doua parte a teoremei folosim metoda inductiei matematice
complete. Pentru p = 1, fi € V se scrie in baza B sub forma

fi= Z/il.el. .Cum f; # 0 rezultd ca exista cel putin un 4; # 0. Admitand ca
i=1

A A
) .

—e, -...-—e,, adicd {f, e,..., en} este un

2 2

sistem de vectori generatori ai spatiului V,, deci o baza. Admitand ca {f},

25 fo-15 €ps..., €4} €Ste 0 bazd atunci vectorul f, € § se poate exprima sub

forma f, = wifi + wfrt. .t wfpat et .t e In aceasti relatie cel

A #0 avem e = %fl-
1
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putin un coeficient dintre g4, f4,+1,..., t, este nenul, cdci in caz contrar
multimea S ar fi liniar dependenta. Facand eventual o renumerotare a

vectorilor ey, ep+1, ..., e, putem presupune cd w4, # 0 si obtinem
H Hy Hpm 1 Hpn M ,

e, = —fi-—=f- - Soat —f, - e,  —-.-—e,, din care
r 1 r p Ky Ky

rezultd ca {1, f2,..., fp, €p+1,..., €4} este un sistem de n vectori generatori ai
spatiului n-dimensional V,,, deci o baza pentru V,, c.c.t.d.

2.3.8 Consecinta. (teorema completarii) Orice sistem de vectori liniar
independenti dintr-un spatiu vectorial V, poate fi
completat pana la o baza in V,,.

2.3.9 Consecinta. Orice subspativ V' al unui spatiu vectorial finit
generat V, admite cel putin un subspatiu suplimentar.

2.3.10 Teorema. (Grassmann - teorema dimensiunii). Daca V) si V, sunt
doua subspatii vectoriale ale K-spatiului vectorial V,
atunci

din (V1 + Vz) =dimVy +dimV;, — dim(V1 M Vz) (31)

Demonstratie: Fie {f, f2,...,f;} o0 bazd a subspatului (Vinl,) < V.
In virtutea consecintei 3.8 putem completa acest sistem de vectori
liniar independenti la o bazd in V), fie aceasta datd de multimea
Bl={f1,f2,...,ﬁ,erﬂ,...,es}.in mod similar consideram 1n spatiul vectorial V>,
baza Bo ={fi, f>,..., fr. &+1, ...8p}. Se demonstreaza usor ca submultimea
B ={fi.fo,..../rer+1,...€58+1,...8y} , €Ste un sistem de generatori pentru V;+ V.
Submultimea B este liniar independenta. In adevar ,

r K p r S y4
zaifi + Zﬁiei + zyigi =0< zaifi + Zﬂiei = - Z)’igia
il

i=1 i=r+l i=r+l i=r+l i=r+l

p
ceea ce inseamnd ca vectorul v = Zyi g, € V., nV,, deoarece suma din
i=r+l

membrul stdng reprezinta un vector al subspatiului V; iar cea din membrul

n p r
drept un vector din V,. In spatiul V;nV, avem v= 27181' = Z@. e
i=1

i=r+l

2 r
@Z]/lgl—25lf;:0 @ Yr+1:,Yr+2:...:/yl‘+p:81:62:...:8r:0.

i=r+l i=1
Folosind acest rezultat in prima relatie si tindnd cont de faptul ca B,
esteobazain Virezulta oy = o =... = & = 11 = Pr2=... =0, deci B este

liniar indgpendenté, adica o baza in V+ V.
In aceste conditii putem scrie dim (V1+Vy)=r+s+p=
=(r+s) + (r + p) —r =dimV, + dimV; - dim(V,nV3). c.c.td.
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2.3.11 Daca spatiul vectorial V, este reprezentat sub forma
Consecinta. Vi=Vi®V, atunci dimV, = dimV, + dimV>.

Sa consideram un K-spatiu vectorial V, si B = {ej, es,..., en}
respectiv B' = {€'y, €'2,..., €'y} doud baze in V). Orice vector din B’ poate fi

exprimat in functie de elementele celeilalte baze. Asadar avem relatiile:

r_
e\ =ae + a,e, +..+ a,e,

!
e, =a.e + a,e, +..+ a,e " —

2 12%1 22%2 n2-n ' .

sau e'; = Zaijei, Vji=1n (3.2)

.......................................... i=1

I
e' =a,e + a,e +..+a,e,

A t t .
Notand cu B = ey, e..., e, B = e, €5,..., €h] si cu

a,, apy,...,q

n

Ay, Ay, @,

A = matricea de tip »n x n, care are drept coloane

A, Ayy,e..r

nn

coordonatele vectorilor €';, j = Ln, relatiile (4.2) pot fi scrise sub forma
B’="4B (3.2)

Fie acum un vector x € V), exprimat in cele doud baze ale spatiului
vectorial V¥, prin relatiile:

X = le.ei sirespectiv x = Zx'j e; (3.3)
i=1 j=1
Tinand seama de relatiile (3.2), obtinem

n n n
— 1 \ — 14 —_ !
X = Zx/ej = Zx_,- Z%—%— = Z ;X ; |6 -
Jj=1 Jj=1 i=1 j

Cum B este bazd, -egalitatea Z ax', e‘:er‘ este
i=l \_j=1 i=1

echivalenta cu
X, = Zaijx’j , Vi=ln 3.4)

relatii ce caracterizeaza transformarea de coordonate ale unui vector la o
schimbare a bazei spatiului vectorial V), .
Daci notdm cu X = ‘[xy, x2....,x,] matricea coloani a coordonatelor

vectorului x € V, in baza B si respectiv cu X' =[x}, x'2,...,x",], matricea
coordonatelor aceluiasi vector x € V, in baza B', putem scrie
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X =AX’ (3.4)

Matricea 4 = (a;) se numeste matricea de trecere de la baza B la

baza B'. In concluzie,intr-un spatiu vectorial finit dimensional avem feorema
de schimbare a bazei :

2.3.12 Teorema. Daca in spatiul vectorial V,, schimbarea bazei B cu
baza B’ este datd de relatia B’ = 'AB, atunci relatia

Intre coordonatele unui vector x e V,, in cele doua
baze ,este datd de X =AX".

Fie V, un spatiu vectorial si B = {ey, es,...,en} 0 baza a sa. Daca
vectorii Vi, va,..., Vv, € V,, p<n sunt exprimati prin relatiile v;

n
=Zaijel~, atunci matricea A = (a;), avand drept coloane coordonatele
i=1
vectorilor vy, vs,...,v,, vafi numitd matricea de trecere de la vectorii
ey, e...ep la vectorii vy, va,..., V.

2.3.13 Teorema. Rangul matricei A este egal cu numarul maxim al
vectorilor coloana liniar independenti.

Demonstratie Sa presupunem ca rang A =r, adica
a,, a,...,a,

r

Ay, Oy, G,

A= "I #0.

a,, a,,..., d

rr
A#0 implica liniar independenta vectorilor v, vy, ..., V.
Fie coloana vy, r<k<p si determinantii
Ay, Ay

Ai = , i= l,l’l
a,..a, a,

rlerr
ity Ay
Fiecare din acesti determinanti este nul deoarece pentru i < r, A; are

doua linii identice, iar pentru i > r, ordinul lui A; este mai mare decat rangul
r. Dezvoltand dupa ultima linie avem

.
ayl’y *tap iy +..Fay Iy tay D=0 < ail:ZAj aj 5 Aj=lyp, i=1,n
jAl
Aceste relatii scalare exprima faptul ca orice coloand v, r < k < p,

este o combinatie liniard a primelor 7 coloane ale matricei 4, deci orice » + 1
vectori sunt liniar dependenti.
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2.3.14 Consecinta. Daca B = {e,, e,,..., e,} este o baza in V, , atunci
multimea B’ = {e, eh..., ent,

n R
e'j:Za[/.ei, j = Ln este baza a lui V, daca si
i=1

numai daca matricea de trecere A = (a;) este
nesingulara.

Fie V'si W doua spatii vectoriale peste campul K.

2.3.15 Definitie. O aplicatie T : V — W cu proprietatile:
T x+y)=Tx)+T(x), VxyeV
Tax) =al (x), VxeV, VaeV
se numeste morfism de spatii vectoriale sau
transformare liniard.

O transformare liniara bijectiva intre doud spatii vectoriale va
fi numita izomorfism de spatii vectoriale.

2.3.16 Teorema. Doua spatii vectoriale V si W peste campul K, de
dimensiune finita, sunt izomorfisme daca si numai
daca au aceeasi dimensiune.

Un sistem de coordonate pe un spatiu vectorial finit dimensional V,,,
fV->K, x €V, &>(x1, x x,) € K' este un izomorfism de spatii
vectoriale.

§2.4. Spatii vectoriale euclidiene
Fie V un spatiu vectorial real.
Daca addugdm, pe langa structura de spatiu vectorial, notiunea de

produs scalar, atunci intr-un astfel de spatiu vectorial pot fi definite notiunile
de lungime a unui vector, unghiul a doi vectori, ortogonalitate s.a.

2.4.1 Definitie. O aplicatie g: VxV >R, g((x,y)= <xy> cu

proprietdtile:
a) <xy+z> = <yx> + <xz> , VxyzeV
b)<,1x’y>:,1<x’y> , Vx,yeV, VAeR
c) <x, y> =<y, x> , Vx,yeV
d) <x,x>20,<x,x>=0&x=0 CVxelV

se numegte produs scalar pe spatiul vectorial V.
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2.4.2 Corolar Daca V este un spatiu vectorial euclidian atunci au loc
relatiile:

l)<x+y, z>=<x,7>+<y, z>
2) <x, Ay> = A <X, y>, Vx,y,zeV, VA1eR

2.4.3 Definitie. Un spatiu vectorial V pe care s-a definit un produs
scalar se numeste spatiu vectorial euclidian (sau V
poseda o structura euclidiand).

2.4.4 Teorema.  Daca spatiul vectorial V este un spatiu vectorial
euclidian atunci avem inegalitatea Cauchy-Schwarz:

<x, p>" < <x, x> <y > (4.1)

egalitatea avand loc dacd si numai daca vectorii X §i y sunt
liniar dependenti.

Demonstratie: Dacd x =0 sau y = 0 atunci are loc egalitatea in relatia 5.1.
Presupunem xgsiy €V nenuli si consideram vectorul z = Ax + wy,
A, u € R. Din proprietatile produsului scalar obtinem :

0< <z, z> =<+ wy, Ix + wy> = 2 <x, x>+ 2Au<x, y>+ 1 <y, y>,
egalitatea avand loc pentru z=0. Dacd luam A=<y, y>>0 atunci

obtinem <x, x> <y, y> + 2u <x, y> + 4 > 0, iar pentru u = - <x, y>
inegalitatea devine <, x><y, y> - <x, y>* > 0. c.c.t.d.
Exemple

1° In spatiul aritmetic R" pentru orice doud elemente x=(x1,x2,...,X,)
$iy = (V1. y2...., yn), Operatia

<X, y> =1 x1y1+ X202 .ot X (4.2)
defineste un produs scalar. Produsul scalar astfel definit, numit produsul
scalr uzual ,inzestreaza spatiul aritmetic R” cu o strcutura euclidiana.

2° Multimea C([a, b]) a functiilor continue pe intervalul [a, b] este
un spatiu vectorial in raport cu produsul scalar definit de

<fg> = [ 109 g0 dx (43)
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2.4.5 Teorema.  [ntr-un spatiu vectorial euclidian V functia || ||: V— R+
definita prin
|x]| = v<xx>, Vx eV 4.4)
este o normd pe V, adica satisface axiomele:
a)l|lx]|>0 Vx=0si||x||=0<=x=0
bl AI=|A]-|lx]|l, VxeV, VieR
c) |lx+yl| <|lx|| + |yl (inegalitatea triunghiului).

Demonstratie: Conditiile a) si b) rezultd imediat din definitia normei si
proprietatile produsului scalar.
Axioma c) rezulta folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz

x +y|f = <x+px+y> = <x, x> + 2<x,y> + <y x> <

< <xx> + 2Qf<xx><yy>+ <yz> = (x| + ||y )’

de unde rezulta inegalitatea triunghiului.

Un spatiu pe care s-a definit o functie “norma” se numeste spatiu
normat.

Norma definita de un produs scalar se numeste norma euclidiana.

Exemplu: In spatiul aritmetic R” norma unui vector x = (X1, X2,...x,) este
datd de

x|l = JxZ+x2+..+x2 (4.5)
Un vector e € V se numeste versor dacd |le|| = 1. Notiunea de
versor permite ca V' x € V sa fie scris sub forma x=||x||e , |le|| = 1,

unde directia lui e este aceeasi cu directia lui x.
Inegalitatea Cauchy-Schwarz, |[<x, y>| < ||x|| - ||[y|| ne permite sa
definim unghiul dintre doi vectori, ca fiind unghiul 8 € [0, «t], dat de

cosf = _S%y> (4.6)

{1yl

2.4.6 Teoremi. In spatiul vectorial normat V, functia reald
d: VxV >R, definita prind(x, y) = || x—y || este o
metricd pe V, adica satisface axiomele:

a) dx,y)20,dx,y) =0=x=y, Vi,
veV

b) dlx, y) = d(y, x). Vx,
velV

c) dx, y) <d(x z)+dzx), Vx,y,ze V.

Exemplu: In spatiul vectorial aritmetic R" distanta d este dati de

divy) = || x-3 1 = 9" + () +ot(x,5,) @)

O multime oarecare dotatd cu o metrica se numeste spatiu metric.
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Daca norma definita pe spatiul vectorial V" este euclidiana atunci
distanta definita de aceasta se numeste metrica euclidiana.

In concluzie, orice spatiu euclidian este un spatiu metric.

O structura euclidiand pe V induce pe orice subspatiu V' < V o
structura euclidiana.

Produsul scalar definit pe un spatiu vectorial ¥ permite
introducerea notiunii de ortogonalitate.

2.4.7 Definitie. In spatiul vectorial V vectorii x, y € V se numesc
ortogonali daca <x,y>=0.
O multime S c V se spune ca este ortogonala daca vectorii sai sunt
ortogonali doi cate doi.
O multime ortogonald se numeste ortonormata daca fiecare element
al sau are norma egala cu unitatea.

2.4.8 Propozitie. Intr-un spatiu vectorial euclidian V orice multime
ortogonala, formata din elemente nenule, este liniar
independentd.

Demonstratie Fie S < V'\ {0} si A;x; + Ax; +...+ A.x,, 0 combinatie liniara
oarecare finiti de elemente din S. Inmultiind scalar cu x; € S, relatia

Z/lixl. =0 devine A <xi, x>+ A <xp, x> +...+ An <x,, x> =0.

i=l1

Cum S este ortogonald, <x; x> =0,V i#j si A(x; x;) = 0. Pentru x; # 0,
V j=ln, <x;, x>>0,deunde rezultd cd 4 ;= 0, V j=1,n , adica S este
liniar independenta.

2.4.9 Consecinti. Intr-un spatiu vectorial euclidian n-dimensional V,,
orice multime ortogonala formata din n vectori este o
baza in V,,.
Daca 1n spatiul vectorial euclidian V, consideram baza ortogonala B
= {ey, €2,..., ey}, atunci orice vector x € V, poate fi scris in mod unic
sub forma

1 <Xx e >
X = z/iiei , unde A =——
i=1

(4.8)
<e, e >

n
In adevar, Tnmultiind vectorul x:Zﬂixi cu e obtinem <x, e> =
i=1

- . . <x e > —
= z/li <e,e, >=A <e,e > dincarerezultd /, =—,V k=1n.
i=1 <e, e >
3 y L, i=j .
Daca B este ortonormata avem < e,e; >= 51‘]' = 0 ix i’ lar A4
, L# ]

=<x, e s1 vor fl numite coordonatele euclidiene ale vectorului x.
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2.4.10 Definitie.

2.4.11 Definitie.

2.4.12 Propozitie.

Fiex, y € V, doi vectori oarecare.
<x,y>

Vectorul pr x = y, cu y # 0 se numeste

<y y>
proiectie ortogonald a vectorului x pe vectorul y, iar
. X .. . .
numarul pryx = ¢ ”’ﬁ/ ) se numeste mdrimea algebrica
y

a proiectiei ortogonale a lui x pe y.

Fie S c V o submultime oarecare a spatiului euclidian
V. Un element y € V se zice ortogonal lui S daca este
ortogonal pe fiecare element al lui S, adica
<y, x>=0, Vxe8 sinotamprin y LS.

Multimea tuturor vectorilor y € V ortogonali multimii
S formeazd un subspatiu vectorial notat cu S*. In plus,
dacd S este un subspatiu vectorial atunci subspatiul 8™
se numegste complementul ortogonal al lui S.

Demonstratie: Daca y;, y; € S* atunci 01, x) =0, <9, x>=0,V x € S.
Pentru V ¢, S € R, avem <ay; + [y, x> = a<y;, x>+ <y, x> =0, c.c.t.d.

2.4.13 Propozitie.

Daca subspatiul S < V este de dimensiune finita,
atunci S admite un unic supliment ortogonal S™.

2.4.14 Consecintd. Daca V=S®S'si x=y +y', ye S, y" e S atunci

are loc teorema lui Pitagora,

2_ 2 12
[ x |7 =1y 17+ 1y I~

Observatie. Un subspatiu vectorial S — V, de dimensiune finitd sau nu, are
cel mult un supliment ortogonal.

Fie V, un spatiu vectorial euclidian finit dimensional.

2.4.15 Teorema.

(Gram - Schmidt) Daca {vi, va, ..., vy} este o baza in
spatiul vectorial euclidian V, atunci exista o baza
ortonormata {ei, e, ..., e,} C V astfel incat sistemele
de vectori {vi, vy, ..., V,} §i {e1, ey ..., e,} genereaza

acelagsi subspatiu U, Cc V, pentru ¥V p =1, n.

Demonstratie Mai intai construim o multime ortogonald {wy, wy, ..., w,} si
apoi normam fiecare element. Consideram

wr =V,
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wy=v, +kw; #0 si determindm & Tmpunénd conditia <w;, w,> =0

. <V, W >
Obtinem k=-—2—-"1-
<w, w, >

. <V, w > —
,deci w, = v, ——2—-1—

W, =WV -pry,W
<w, W, >

ws = vy + kiw; + kow, # 0 si determindm scalarii &, k&, impunand
conditia wj; sa fie ortogonal pe w; §i w,, adica

<wsz, wi>=<vz, wi> + ki <w, wi>=0
<wz, Wo> = <v3, Wr> + ky <wp, wp> = 0.
Obtinem

<V, w > <V, W, > —
3» ™M 3 "M
w, -

w, = v, — Vy- pr, Vi- pr, v
3 3 1 3 3 3
<w, w, > <w,, w, > " "

Dupa n pasi se obtin vectorii wy, wa,

, wp ortogonali doi cate doi,
liniar independenti (prop. 5.1) dati de

/1<v w; > —
-y —L = w,Vj=lLn (4.9)
o <w, W, >

. w,
Definim e, = —

, Vi = l,n, adicd multimea B = {e|, e,,

ey €0}y
i
reprezinta o baza ortonormata in V.
Cum elementele ey, e, ..., €, se exprima in functie de v, va, ..., v, 1ar
acestea sunt subsisteme liniar independente avem L ({ei, ey, ..., €,}) =
=L ({vi, v2, ..., ¥p}), c.c.t.d.

2.4.16 Consecinta. Orice subspatiu vectorial euclidian admite o baza
ortonormata

Fie B = {ey, ey, ..., ex} S1B' = {f1, f2, .
spatiu vectorial euclidian V.

Relatiile intre elementele celor doud baze sunt date de

= Zaki e,Vj= Ln.
k=1

.., fn} doud baze ortonormate in

Cum B’ este ortonormata avem :

n
<ﬂofj > = zaki a, <€.e, > zakz ahj [ zaza ay =

ij
kh=1 kh=1

Daca A = (a;) este matricea de trecere de la baza B la B’ atunci

relatiile de mai sus se exprimd matriceal sub forma 'AA = I,,, adica A4 este o
matrice ortogonala.
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2.4.17 Propozitie. La o schimbare de bazd ortonormati B’ ='AB, intr-un
spatiu vectorial euclidian V,, transformarea de
coordonate este data de X = AX’ unde A este o
matrice ortogonald.

§2.5. Probleme rezolvate

2.5.1 Sa se arate ca multimea matricelor cu elemente reale de forma

a b c d
- b a - d c
M =
- c d a - b
- d - c b a

constituie un spatiu vectorial cu patru dimensiuni peste corpul numerelor
reale R si sa se determine o baza an acest spatiu.

Solutie:

Se verifica axiomele spatiului vectorial.
1. Suma a doud matrice de forma data este o matrice de aceeasi forma.

a, b, ¢ d, a, b, C, d,
M, +M, = - b, a, -d, ¢y + - b, a, -d, ¢,
- d, a, - b, -G d, a, - b,
-d, -—¢ b, a, -d, -g¢ b, a,
a, b, C3 d,
_ — b, a, —d, G
- —C3 d, a, - b,
-d; - b, a,

unde s-a notat
az=a;+ay, b3=b;tby, c3=citcy, di=d;+ds.

;) Adunarea de matrice fiind asociativa pe orice multime de matrice
este asociativa si In cazul particular ales.

I,) Elementul neutru (matricea nuld) este de forma indicata:
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S
Il
oS O O O
S O O O
S O O O
oS O O O

I5) Elementul opus lui M este de aceeasi forma:

-a —-b —-c -d
b —-a d -c
c —-d —-a b |
d c -b -a
I4) Adunarea de matrice fiind comutativd pe orice multime de
matrice, este adevarata in acest caz.

Produsul matricei M cu A este o matrice de forma
Aa Ab Ac Ad

—-Ab  Aa —-Ad Ac
AM = ;7 € R.
-Ac  Ad Aa - Ab

-Ad —-Ac Ab Aa
I1)) AMM;+M;) = A M|+AM,.
1) (A+y)M = AM+yM.
1I3) M(yM) = (Ay)M.
II,) IM=M; 1€ R.

—M =

Proprietatile II;, II,, I3, II4 sunt adevarate deoarece sunt valabile in
general.

Axiomele fiind verificate, rezultd cd multimea datd este un spatiu vectorial
peste corpul R, al numerelor reale.
Se considera acum matricele:

I 0 0O 0O I 0 O 0O 0 1 0
01 00 -1 0 0 O 0 0 0 1
A= , B= N C= s
0 010 0 0 0 -1 -1 0 0 0
0 0 01 0 01 O 0 -1 0 0
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0O 0 0 1
0O 0 -1 0
D=
0O 1 0 O
-1 0 0 O
Rezulta relatia:
a b ¢ d
-b a —-d
M= =aA+-bB+cC+dD
- d a -
—-d -« b a

de unde rezulta ca se obtine aA + bB + ¢C + dD = 0 daca si numai dacia=>
=c¢=d=0, deci matricele A, B, C, D sunt liniar independente.
Aceeasi relatie aratd ca orice matrice M este o combinatie liniard a
matricelor A, B, C, D.
Deci matricele A, B, C, D formeaza o baza, adica spatiul vectorial al
matricelor M de forma data are patru dimensiuni.
2.5.2. Sa se demonstreze ca urmatoarea pereche de operatii nu defineste o
structura de spatiu vectorial pe R%:

(x1,x2) + (y1.y2) = (x1 tyLy2)

k(x1,x2) = (kx1,kx2), ke R.

Solufie:

Se cerceteaza proprietatile primei operatii:

(xX1,X2) T (Y1.y2) = (y1.y2) + (X1.%2) .

(x1,%2) + (y1.y2) = V(x1 + y1,y2)

(y1y2) + (x1.x2) = Dy +x1,%0) = (x1.%0) + (Y1,y2) # (Y1,y2) + (X1,%2)

Deoarece adunarea nu este comutativi se poate trage concluzia ci R’
impreuna cu cele doud operatii nu formeaza structura de spatiu vectorial.

2.5.3 in R? se considera vectorii

x, =(1,2,3), x, =(2,3,1), x; =(at3, at+l, at+2) ack.

Sa se afle valorile lui a pentru care acesti vectori sunt liniari dependenti si
sa se scrie relatia de dependenta liniara.

Solutie:

Pentru ca vectorii sa fie liniari dependenti, trebuie sd existe scalarii A, Ao, A3
nu toti nuli astfel incat sa avem:

X, Hhax, Az x, =0, 0 =(0,0,0)
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sau
M(1,2,3) + 2a(2,3,1) + A3 (@ + 3, a+ 1, a+2)=(0,0,0).
Se obtine sistemul liniar i omogen

A +22, +(a+3)A, =0
24 +34, +(@+1)2, =0
34, + A, +(a+2)4, =0

care are solutii nebanale daca determinantul sau este nul:

1 2 a+3
2 3 a+l1|=-3(a+6)=0;a=-6.
31 a+2

Deci pentru a = -6 vectorii dati sunt liniar dependenti. Pentru a afla relatia
de dependenta liniara se Inlocuieste cu a = -6 in sistemul de mai sus

A +24-34,=0
24, +34, =54, =0
34, + 4, —44, =0

Se exprimad Aj, A, in functie de A3 din primele doua ecuatii

7\,1 = }\,3; 7L2: 7\3; 7\,375 0.
Inlocuind si simplificAnd cu A3 obtinem relatia de dependenta liniara

X, +x, +x;, =0;

intre vectorii
x =(123),x, =(23,1),x, =(-3,-5,-4).
Observatie.

Pentru a # -6 vectorii dati sunt liniari independenti, deci ei formeaza o baza
g
in R°.

2.5.4. Sa se determine dimensiunile subspatiilor sumei si intersectiei
subspatiilor generate de sistemele de vectori:

U=, =(23-1)u, = (122, = (11,-3)}
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v =y =020, =111y, = (133)} in R®.

Sa se verifice teorema lui Grassmann prin aceste aplicatii.

Solutie:
Vectorii u,,u,,u, sunt liniar dependenti, o baza in [U]poate fi {171 ,uz}, deci

[U]: {alu_l+a2u_2 |a1,a2 € R}, dim[U]= 2. Vectorii, V_I,Z,Z sunt liniari

dependenti si [V] = {,Blz+ ﬂzz |ﬂl B, € R},dim[V] =2.

Subspatiul [U]+["]este generat de reuniunea sistemelor U si V.

O baza in reuniune este {LT1 ,uj,ﬁ}si deci dim ([U]+[]) = 3, adica
[U]+[r]=R.

Subspatiul [U ]+[V] contine vectorii pentru care alu_l + azz = ,Blv_l + 5, Z,
adica 20(1 + o = B] + Bz, 30(1 + 2(12 = 2B1 + Bz, -0+ 2(12 = Bl - Bz, sistem
cu trei ecuatii i necunoscute principale o , a , B , iar f, = A, necunoscuta
secundara.

Obtinem o =A, o, =A, B1=2A.

Astfel ca vom avea [U]N[V] = {(3BA, 5A, 1) / A, A € R},iar dim[U]N[V] =1.
Se verificd teorema Grassmann: dim[U]+dim[V]=dim([U]+[V])+dim([U]
N[V]).

2.5.5.5a se arate ca in spatiul matricelor (My(K),+,) submultimile definite
prin S = {AeMp(K)/A'=A}(matrice antisimetrice) formeazi subspatii
vectoriale si M, = SOA.

Solutie: Dacd A,B € S, atunci (A+B)'=A"+B' = A+B = A,B € S si (aA)' =
aA'= oA =>aAeS. Analog pentru A. Daci AeM,(K), atunci matricele

B:%(A+A’)ES si C:%(A—A’)EA verificd A = B+C.

In plus SMA = {0}, astfel ci M, = SPA.
2.5.6. Sa se gaseasca o baza a sumei si intersectiei spatiilor vectoriale W si
U generate de vectori

al = (2,1,0,1),61_2(_2,— 1,—1,—1),Cl_3 = (37052’3)

b, = (1,1,2,-1),b,(0,~1,-1,2),b, = (=1,2,1,-5).

Solutie:

Se verifica usor ca vectorii «,,a,,a,, sunt liniar independenti. Verificam
daca sistemul de vectori { a,,a,,a;,b, } sunt liniari independenti.

Combinatia liniara: 4a, + 4,a, + A,a; + 4,b, =0,
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2 -2 3 1

1 -1 0 1 , .
deoarece | #0 sistemul omogen in A, + A, + 4, + 4, admite

1 -1 3 -1

numai solutia banald deci4, =4, =4, =1, =0fapt care aratd ca in W+U

exista 4 vectori liniar independenti.

rangul matricei sistemului omogen este maxim 4, rezultd ca cei 5 vectori
sunt liniar dependenti, deci dim (W+U) = 4, astfel { a,,a,,as,b,, } formeaza
o0 bazd a sumei.

Pentru WNU presupunem ca (EI); eW NU atunci ve W si veU.
Daca

veW atunci v =,a, + a,a, + a,a, iar

veU deci v= b + f,b, + f,b,
fapt care duce la ala_l+ azz+ aSa_3=ﬂ1b_l + ﬂZEJr ,335_3-

20, -2a, +3a, = p, - f,
a—a,=p-p,+2p;
—2a,+20; =20, b, + f;
=, +30, ==, +25,-5p;
Conditia de compatibilitate a sistemului este:

2 -2 3 ﬂl_ﬂS

(1) :1 g flﬂl_ib}gjfﬁz =0 echivalentacu g, — 5, +25,=0
L =1 3 =B+25,-5p
v=(Bi-B3, Bi-Br+2B3,2B1-Br+ s, -Br2P>-2B3)

B1-B3,0,( B1-B212B3)+ B1-B3,-2(B1-B21+2B3)+ B1-B3)
= (B1-B3,0, B1-Bs3, B1-B3) = (1,0,1,1)( B1-P3) deci dim (WNU) = 1
2.5.7. Sa se stabileasca formulele de transformare ale coordonatelor cand se

— P LIS JURRSCERSC R .
trece de la baza E = el,ez,e3,e4}labazaE = {Z,ez,eS,e4}unde.

e, =(1,2,-1,0),e, = (1,-1,11),e, = (~1,-1,0,])e, = (~1,-1,0,1)

e\ =(2,1,0),¢, =(0,1,2,2),¢, = (-2,1,1,2),¢', = (1,3,1,2).
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Solutie:

Scriem fiecare din vectorii noii baze ca o combinatie liniara a vectorilor din
vechea baza, determinand astfel componentele matricei de trecere.

e\ =ae +a,e, +a,e, +a,e, relatie care devine:

(2,1,0,1) = (a1 +a2-03-0lg, 2001-0la+2003-0lg, -0l F02 03, OloFOl3TH0Ls).

Astfel se obtine sistemul:

o +o,—o,—o, =2 a, =1

20 -a, +2a,—-a, =1 .. a, =1
, cu solutiile

-a,+a,+a,;=0 o, =0

o, +a,+a,=1 a,=0

In acest fel am obtinut prima coloani a matricei de trecere.
Procedand la fel pentru e'|,e', si €', obtinem coloanele (2), (3) si (4) ale
aceleiasi matrice.

1 0 01 X, X x| X,

) 1 1 01 X, x', x', X
Prin urmare : 4= ,lar =a sau =4 .

01 11 X, X' x' X,

0 01 0 X, X', x', X,

Relatia de legaturd dintre noile coordonate si cele vechi este:

' — —
X'\ =x,—x; +Xx,
' —
x',=-x +x,
L
x'y=x,

L — —
Xy=x =X, +x;—x,

2.5.8. In spatiul R’ se considerd urmitoarele sisteme de vectori:
B={o = (LLO).e, = (10.0).e; = (12.3)}

B'={¢, = (133).¢, = (2.2.3).¢; = (6.7.9)}

a) Sa se arate ca B si B’ sunt baze si sa se gaseascia matricea de
trecere de la B la B’.

b) Si se giseasca expresia vectorului x = Ze_1 + 55 + 7e_3 in baza B’.

Solutie:

a) Vectorii din B (respectiv B’) sunt liniari independenti si fiind in
numar de trei formeaza baza.

Pentru a determina matricea schimbarii de baza descompunem e' dupa B, si
anume

' —
61—S11€1+S21€2+S31€3 sau
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Sy 8y 85 =1 s =1
S, +28,=3 =15, =-1
35y, =3 sy =1
Analog
€'y =S5 + 5,6 +5,e,= 8, =0,5, =15y, =1

' - - - — — —_
€'y =5,€ + 5,6, + 853383 = 8, =0,5,;, =2,5,;, =3

1 0 1
Astfelca: |[—-1 1 2
1 1 3

b) Daci X = (2 5 7)' (matrice coloani), atunci componentele X’ ale
lui xin baza B’ se obtin din ecuatia matricealda X = S X’.

Calculam

-1 -1 1
S'=|-5 -2 3|
2 1 -1

L
|
L
—
[\

0
X'={-5 =2 3 |5|=|1]
2

Astfel ca x = 0¢', +le', + 2¢',, in baza B’.

§2.6. TEME DE REZOLVAT PENTRU EVALUARE

2.6.1.. Fie V' si W doua K-spatii vectoriale. Sa se arate ca V' x W
=={(x, )| x € V,y € W} este un K-spatiu vectorial in raport cu operatiile :

(cn Y1) T (2, 2) = (x1+ X2, 1+ 32)
a(xﬂy)::(ax’ ay)’ Vxlax2€vay1:y2€mva6Ko

2.6.2. Sa se precizeze daca operatiile definite pe multimile indicate
determina o structurd de spatiu vectorial:
a)Vxy e R*;x=(x1, x2), vy=01,)),VaeR
x+y=1(x+y,x+y,)
ox =:(0,ax,)
b) {x"‘y = (X, +5,%, + )

ox = (ox,, ox
(o, 005, ) ,Vx,yeRz,VaeR
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o) {x@y—. X +y

a®x=iox ,VxyeRVacR
d) {x—i_y::(xl + VX, + V3 X3 = V)

ax::(ax3,ax2,axl) v_xyeR3 VaeR

2.6.3 Sa se stabileasca care dintre submultimile de mai jos formeaza
subspatii vectoriale in spatiile vectoriale indicate

a) S1=1{(x,y) e R*|2x-y=0}

b) $={(x,y) e R*|2x-y+1=0}

¢) S5={(x,») e R*|x*-y*-1=0}

d) S4:{(X1,X2,X3)€R3|X1-XQ+2X3:0}

e) S5={(x1,xz,x3)eR3\x1+x2—x3=O,x1—xz=O}

2.6.4 Fie vy, v, v € V, trei vectori liniar independenti. Sa se
determine « € R astfel incat vectorii

U =v, +av,
U, =v, +av,
Uy =vy +av

sd fie liniar independenti, respectiv liniar dependenti.

2.6.5 Si se arate ca vectorii x,y,ze R’
x=(C-LL1), y=(,1,1), z=(1,3,3),
sunt liniar dependenti si sa se gaseasca relatia de dependenta liniara.

2.6.6 Sa se determine suma si intersectia subspatiilor generate de
sistemele de vectori

U={u;=(1,1,0),u2=(1,0,2), u3=(0, -1, 2)}
V={i=(,1,2),v=(0,2,4)}

2.6.7 Sa se precizeze care din urmatoarele sisteme de vectori
formeaza baze in spatiile vectoriale date:

a) S\ ={u=(1,2),u=2,-1)} c R
b) S={u1=(1,0,-1),u,=(2,1,-3), us=(1,-1,0)} c R*
¢) Ss={u1=(1,0,1),u=(0,-1,1), us=(1,-1, )} c R’
d) Si= {1, 1-x, (1-x)%, (1-x)’} < R3[x]

5~{(o oflo oflo fG i =0

2.6.8. Sa se verifice dacd urmatoarele operatii definesc produse
scalare pe spatiile vectoriale considerate

a) <x,y>=3x1y1 T X2t 01 + 2000, x = (x1,%2), ¥y = (01, 2) € R’
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b) <x,y>=xy1 - 2x302, x=(x1,x),y=01,) € R
) <x,y>=x1 + x5+ X2, X = (X1, X2, X3), ¥ = (V1, V2, 13) € R’

2.6.9 Sa se ortonormeze sistemele de vectori in raport cu produsul
scalar uzual

a) vi=(1,-2,2), v»=(-1,0,-1), vs=(5,3,-7)
b) vi=(1,1,0), »=(1,0,1), »=(0,0,1).
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Capitolul 3

SPATII PUNCTUALE EUCLIDIENE

Spatiile in care vor fi studiate majoritatea notiunilor de geometrie din acest volum
sunt spatii in care notiunile de punct si vector sunt indispensabile. Notiunea de spatiu afin
permite folosirea celor doud notiuni Intr-un cadru bine definit.

Acest capitol este dedicat, in mod special, insusirii cunostintelor de algebra
vectoriald: notiunea de vector, operatii elementare cu vectori, produse de vectori, cat §i a
consecintelor geometrice aplicative: calculul lungimilor, unghiurilor, ariilor si volumelor
formate de vectori.

Cea mai mare parte a disciplinelor tehnice folosesc intens aceasta algebra.

Obiective operationale:
3.1. Sa inteleagd notiunile de spatiu afin, spatiu punctual euclidian si spatiu punctual
euclidian al vectorilor liberi
3.2. Sa retind proprietatile produsului scalar si ale produsului vectorial care vor fi

generalizate la teoria cdmpurilor scalare si vectoriale
3.3. Sa@ poata rezolva orice problemd care necesitd lungimi de vectori, arii de
paralegornume, volume de paralelipiped si cazurile lor particulare

Continutul capitolului:
§3.1. Spatiul afin: definitie si exemple
§3.2. Combinatii afine. Repere 1n spatii afine
§3.3. Subspatii afine
§3.4. Spatiul afin geometric al vectorilor liberi
§3.5. Spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi
3.5.1. Proiectii ortogonale
3.5.2. Produsul scalar
3.5.3. Produsul vectorial
3.5.4. Dublu produs vectorial
3.5.5. Produsul mixt
§3.6. Probleme rezolvate
§3.7. Teme de rezolvat pentru evaluare
§3.8. Bibliografie

§3.1 Spatiul afin: definitie si exemple

in cele ce urmeazi vom considera o multime nevida
A={4, B, C, .., P, O, R, ...} si vom conveni ca elementele sale sd se numeasca puncte iar
un element (4, B) € A x A sa se numeasca bipunct al lui A. Punctul 4 se va numi originea
bipunctului, iar punctul B se va numi extremitatea bipunctului (4, B). Bipunctele (4, B) si
(B, A) se vor numi bipuncte simetrice.

3.1.1 Definitie. Numim spatiu afin, tripletul (A, V, @) in care A este o multime nevidd
de puncte, V un K-spatiu vectorial §i functia ¢: AXA — A
@(A,B)=Vv €V, care satisface conditiile:
AY)V A, B CeA (A, B +¢B C=¢p(,C)
A)V veV,VAEA existi un punct B € A, unic determinat de
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relatia p(A,B) =V .

Multimea A se numeste multime suport a spatiului afin si elementele sale vor fi
numite punctele spatiului afin. Spatiul vectorial V' se numeste spatiul vectorial director al
spatiului afin, iar elementele sale vor fi numite vectorii saptiului afin. Aplicatia ¢ este
numita functia de structura afind.

Elementele unui spatiu afin sunt puncte si vectori.

Spatiul afin (A, V, @) se zice real sau complex dupa cum spatiul vectorial V este
real sau complex.

Daca in axioma A;) consideram 4 = B = C, atunci ¢ (4, 4) :6, A € A. Deci
oricarui bipunct (4, 4) 1i corespunde prin functia de structura vectorul nul 0eV.

Vectorii corespunzitori unei perechi de bipuncte simetrice sunt vectori opusi.
In adevar, dacd luam C =B, in axioma A,),avem ¢ (4, B)=- ¢ (B, A).

3.1.2 Consecintd.  Functia ¢ este surjectiva si in plus, pentru fiecare punct O € A
Jixat, go: A=V, @o(4) = ¢(0, A),
VA €A, este bijectiva.

Demonstratia este imediata tinand cont de axiomele A)) si A,).
Intr-un spatiu afin (A, V, @) functia ¢ determind o relatie de echivalentd pe
multimea bipunctelor lui A, pe care o vom numi relatia de echipolentd.
Vom spune ca bipunctul (4, B) este echipolent cu bipunctul (C, D) daca acestea au
aceeasi imagine prin ¢.

(4, B)~(C,D)<= ¢4, By=¢(C, D) (1.1)

[Tk

Se verifica usor ca relatia
relatie de echivalentd pe A x A.
Spatiul factor A x A,. este In corespondentd bijectiva cu spatiul vectorial V.

este reflexiva, simetricd §i tranzitiva, adica este o

Fiecdrui vector V € V' ii corepunde o singuri clasi de echivalentd de bipuncte echipolente,
anume

o'(v)={(AB)EA x A |p(AB)=V } (1.2)

Cand identificam spatiul factor A x A/~ cu spatiul vectorial

V prin aceasta bijectie, clasa bipunctului (4, B) notata cu AB, poartd numele

de vector liber al spatiului afin.
In aceste conditii axiomele A ) si A,) pot fi scrise 1n felul urmator:

vABCeA, AB+BC=AC (1.3)
V\_/EV,VAEA ,d Be A, unic asa incat AB=v

Fie O € A un punct fixat si A ° = {O} x A= {(0, 4) / A € A } multimea
bipunctelor de origine O.

Tinand cont de Consecinta 1.2 si cad relatia 4 € A = (0,A)eA ° este o
corespondenta bijectiva, rezultd cd A ° se poate identifica atdt cu A cat si cu spatiul
vectorial director V.

Cand se identifica A ° cu spatiul vectorial V' se induce pe A ° structura vectoriala
din V. Vectorii acestui spatiu se numesc vectori legati ai spatiului afin sau vectori tangenti

in O la A si vor fi notati prin OA .
Céand se identifica A cu spatiul vectorial A °, prin bijectia

49



AeA — (0, A) € A°, inseamnd ca s-a considerat A ca spatiu vectorial, avand punctul O
ca origine.

Vectorul O4 € ¢(O, A) = OA se va numi vector de pozitie.

Practic 1n orice punct O € A al unui spatiu afin (A, V, @) se poate construi un
spatiu vectorial A °, care se identifica cu A °.
In urma acestor identificiri, se justifica notiunea de dimensiune a unui spatiu afin
ca fiind dimensiunea spatiului vectorial director V.
Dacda dimV= n, atunci spatiul afin de dimensiune » se va nota cu (A ,, V,) sau
simplu A,.

Observatii

1° Un alt mod de a defini un spatiu afin porneste de la definirea unei relatii de
echivalentd pe multimea bipunctelor unei multimi nevide A si apoi se cere ca spatiul cat sa
satisfaca anumitor axiome [ .

2° Daca spatiul vectorial V este un spatiu vectorial euclidian atunci spatiul afin (A,
V, @) este numit spatiu punctual euclidian. Daca dimV= n, vom nota atunci prin E , spatiul
punctual euclidian corespunzator. Structura euclidiana a spatiului vectorial director V" va
permite studiul proprietatilor metrice ale unor submultimi din spatiul punctual euclidian E ,..

3° Exista spatii afine care nu sunt spatii vectoriale. Dar, orice spatiu vectorial este
un spatiu afin, intrucat functia ¢: V x V — V, @(u,v)=u —V , verificd axiomele A)) si
A,). Spatiul afin astfel definit (V, V, @) se numeste spatiul afin canonic asociat spatiului
vectorial V.

Exemple

1° Spatiul afin standard

Sa consideram spatiul aritmetic K”. Acest spatiu poate fi organizat ca un spatiu
vectorial (ex.2, §1, Cap.2) caruia i putem asocia spatiul afin canonic (K", K", ¢ ) unde
functia de structura afind @ este definita de relatia ¢ (4, B) = (by- a1, b2- ay, ..., b,- a,) ,
pentru A =(ay, ay, ..., a,) st B = (by, by, ..., b,) . Acest spatiu afin este numit spatiul
afin standard si va fi notat tot cu K”.

in caz particular pentru K=R, avem spatiul afin standard
(R", R", ), in care spatiul vectorial director R” este un spatiu euclidian (ex.1, §4, Cap.2),
deci spatiul afin (R", R", @) devine un spatiu punctual euclidian.

2° Spatiul afin geometric al vectorilor liberi

Consideram ca multime suport spatiul punctual al geometriei elementare £Ej ,
spatiul vectorial al vectorilor liberi V; (ex.6, §2, Cap.2), ca spatiu vectorial director si
functia ¢: E3 x E5 > V3, o(A,B) =AB €V;, care asociazi bipunctului (4, B) clasa de
echivalentd a acestuia, ca functie de structura afina.

Obtinem 1in acest fel spatiul afin geometric al vectorilor liberi
A; = (E3, V3, ). Acest spatiu a constituit modelul spatiilor afine.
Vom studia 1n detaliu acest spatiu in capitolul urmator.

3° Varietatile liniare ale unui spatiu vectorial } sunt spatii afine.

O varietate liniara a unui spatiu vectorial V reprezintd o submultime L de forma
L=a+V" unde V' este o subspatiu vectorial al lui V"

Dacé vom considera functia

pLxL->V,p'(@+v,a+w)=w-v,

atunci axiomele A;) si A,) sunt verificate si deci tripletul ( L, V', ¢ ) este un spatiu afin.

In caz particular, orice subspatiu vectorial este un spatiu afin.

§3.2. Combinatii afine. Repere in spatii afine
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Fie spatiul afin (A, V, @), un sistem de puncte {4y, 4, ..., 4,} < A si scalarii oy, ¢,
. 0 € K.

3.2.1 Definitie. Numim combinatie afind a punctelor {4y,A,,...,A,} A, punctul P € A
dat de
P=adoy+ a4+ ..+ od, cu gt a+.+a,=1(2.1)

Relatia (2.1) poate fi inteleasd ca o relatie vectoriald intre vectorii de pozitie ai

punctelor P, Ay, Ay, ..., 4,, folosind ca punct origine un punct oarecare O € A, adica
OP=a,040 +a,041 +...+ @ ,04, 2.1y

Combinatia afina (2.1) poate fi scrisa si sub forma

P p
P=[1-Ya, |4 +D a4, wck i=lp (2.2)
i=1 i=1

Scalarii o, o, ..., o, cu proprietatea oy + o + ... + @, = 1 se numesc coeficientii
combinatiei afine sau ponderi.

3.2.2 Definitie. Un sistem finit de puncte din A se numeste afin dependent daca
existd un punct in sistem care sa se exprime ca o combinatie afind a
celorlalte puncte din sistem. In caz contrar vom spune cd sistemul
este afin independent.

3.2.3 Propozitie. Sistemul de puncte este afin dependent (independent) daca §i numai
daca sistemul de vectori {A,A4,A,4,, ...,AOAP} este liniar
dependent (independent).

Demonstratie. Dacid sistemul de puncte {4y, 4, ..., 4,} este afin dependent atunci un punct
poate fi exprimat ca o combinatie afind a celorlalte. Sa presupunem ci 4, este o combinatie
afind a sistemului {4, 41, ..., 4,}

Ay=adi+ ..+ apd,, cu agtomt.ta=1 2.3)

Considerand pe 4, ca origine relatia (3) poate fi scrisa sub forma vectoriala
O=a, 44 +a, 44, +...+a, 4,4, (2.4)
Deoarece cel putin unul din coeficientii combinatiei este nenul rezulta ca vectorii

A4y, Ay Ay ..., Ay A, sunt liniar dependenti.

Reciproc. Sa presupunem ca sistemul de vectori {A4,A4,, 44, ,..., 4,4} este

liniar dependent, adicd existd scalarii oy, o, ..., @, € K nu toti nuli asa incat are loc
egalitatea

o, AyA + oy Agd, + ..+ a, 44, =0 (2.5)

Sa considerdm cazul a; + o + ..+ @, = a, a # 0. Demonstrdm cd ecuatia (2.5) in
Ay are solutie unica.
In adevar, alegand O € A ca origine, ecuatia (5) poate fi scrisa sub forma :

&, (4,0 + O4) + (4,0 + O4,) + ...+, (4,0 + O4,) =0

de unde rezulta
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aIO—A(; = OllO_AI +a2@ +...+ap@ sau

- - - o —
04y =104 +%204; +..+ 204,
(04 o (04

e . . PN al az ap .
adicd A, este unic determinat si in plus, — +—=+...+—==1. Deci 4, este o

o a (04
combinatie afind a celorlalte puncte.
Dacd o + a» + ...+ o, = 0, cum cel putin un scalar este nenul, de exemplu ¢, din
(5) obtinem

o O A
AA) =~ L A A~ A A — - A
«, «, «,
Considerand ¢ = 0 obtinem
a a a,
Ap = aOAO ——IA1 ——2A2 e —— A[F1
a, «, a,
o a, a, o
unde oy ————=—...— =1, adica sistemul de puncte {4y, 4, ..., A,} este afin
a, @, a,
dependent.

Fie A, un spatiu afin n-dimensional.

3.2.4 Definitie.  Un sistem de puncte R = {A,, Ai,..., A,} se numeste reper afin in
spatiul afin A, daca sunt indeplinite conditiile:
1) R este un sistem de puncte afin independent
2) Orice punct P € A, poate fi exprimat ca o combinatie afind a
punctelor dinR .

Daca R este un reper afin, atunci pentru V P € A avem

P=ad +tad +..+a,4,, VPeA, (2.6)

incare a,+a,+a,+..+a, =1 2.7
Sistemul de puncte {4, 4y, ..., 4,} afin independent, ce formeaza un reper afin,

determina in mod unic sistemul de vectori liniar independenti A4,4,, 4,4, ,...,A,A, ce

reprezintd o baza a spatiului vectorial director V,, al spatiului afin A,.
Daca consideram punctul 4y = O ca punct origine al spatiului afin A, si notand

baza spatiului vectorial director cu e = A 4,,€, = 4y4,,...,e, = AyA, putem defini

intr-un spatiu afin A, notiunea de reper cartezian.

3.2.5 Definitie. Se numeste reper cartezian intr-un spatiu afinA,,
o pereche R = {O; B}, in care O este un punct fixat in A, iar B =
{e,e,,...,e, } este o bazd a spatiului vectorial director.

Fie B = {¢,e,,...,e, } o bazd a spatiului vectorial director V,. Atunci, pentru

fiecare punct P € A,, vectorul de pozitie OP poate fi scris in mod unic sub forma:

OP =xe +x,e, +...+x,e, (2.8)

52



Scalarii xy, x5,..., X, vor fi numiti coordonatele carteziene ale punctului P in raport
cu reperul R = {O; B}, iar bijectia PeA - (x,x,,...x, )€ K" va fi numita

functie de coordonate corespunzatoare reperului R = {O; B}.
Fie R={0; B}, un reper cartezian in A,. Un alt reper
R”={0O" B'}, din A, va fi determinat in mod unic daca cunoastem vectorul de pozitie al

punctului O’ fatd de reperul initial R si relatia dintre B "= {e",,e', ,...,e', } si baza

initiala B = {€,,e,,...,€, }, adica

00'= ZQiOE o
= ', det(a;)#0, j=Ln (2.9)
E'i = Z%E,
n=l1

Daca P € A, este un punct oarecare i (x;), (x), i,j = 1,1 sunt coordonatele sale in

reperul R respectiv R’, atunci din relatia OP = 00 + O'P obtinem formulele
X, =a;x' +a,, det(a;)#0, i,j=Ln (2.10)

numite ecuatiile transformarii de coordonate obtinute la schimbarea reperului R cu R'.
Dacd notim cu X =[x, X2, ..., X,], X'="[x1, X%, ..., X3], Ao = (an),
A = (a;) putem scrie ecuatiile schimbarii de coordonate sub forma matriceala

— ' X—AX' 211
a + .

A A
. 0 . " .
Matricea [ de ordinul n + 1 este numita matricea de trecere de la reperul

R la reperul R”.
In particular daci B”= B atunci 4 = [ iar ecuatiile (2.11) se scriu sub forma:

X=X+4, sau x,=x"+a,, i=ln (2.11)
Schimbarea reperului R = {O; B} cu R "= {O’; B } guvernatd de ecuatiile

transformarii de coordonate (11)’ se numeste translatie.
Daca O’= 0, schimbarea reperuluiR = {0O; B } cu reperul

R’ = {0; B%, adicd a;p = 0, i =1,n se numeste centro-afinitate si este caracterizatd de

ecuatiile
X=A4X" sau x =a;x', i=ln (2.11)"

Remareca: Orice reper afin poate fi inlocuit cu un reper cartezian si reciproc.

§3.3. Subspatii afine

Fie (A , V, @) un spatiu afin, A ‘o submultime nevida a lui A si ¢’restrictia lui ¢ la
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A’ x A'. DacaV'=¢p (A ' x A') este un subspatiu vectorial al lui ¥ atunci sunt

satisfacute axiomele A;) si A,) pentru tripletul (A /| V7’ @”).

3.3.1 Definitie. Se numeste subspatiu afin al spatiului afin (A , V, @) un triplet (A
"V @), unde A" c A este o submultime nevida, V' =@ (A ' x
A'") este un subspatiu vectorial al lui V, iar @' este restrictia lui ¢
laA"xA"'.

Un subspatiu afin al unui spatiu afin (A , V, ¢) este determinat fie de submultimea
A" < A pentrucare p(A ' x A')=V’c V este subspatiu vectorial, fie de un punct
Py, € A si un subspatiu vectorial ¥’ < V, caz in care multimea suport este datd de

A '={AdeA '"/PAeV'),

3.3.2 Propozitie. O submulfime nevida A' = A este un subspatiu afin dacd si numai
daca combinatia afina a oricaror doud puncte din A" apartine lui A
"adica
VA, BeA'=>(1-HA+ABeA ', VieK 3.1

Demonstratie: Daca A ' este un subspatiu afin atunci subspatiul vectorial director V' este
datde V'={P A/ AeA '}.
Considerand m, ﬁ e V" atunci
(1-A)PA+APB=PCeV' deciC=(1-)A+IBeA
Reciproc. Fie Py € A un punct fixat. Demonstrdm ci multimea { H‘l /AeA )=V

este un subspatiu vectorial. Dacd notdim cu B = (1-A)F, + 14 atunci B € A i deci
—_— —_— 1
PBB=AFRAeV' Si aritim acum cd si suma B, A+FBeV'. Pentru A= E

1 1 —
combinatia afind (3.1) va determina punctul ¢ = EA +§B eA ';adica RCeV'.

. - 1= 53
Intrucat F,C :E(E)A"'R)B)E V', conform primei parti a demonstratiei avem si

2?6 eA ', deci m-&-ﬁ eV' cetd.

Propozitia (3.2) este valabild pentru orice combinatie afind a unui numar finit de
puncte din A .

Se poate demonstra fara dificultate cd multimea combinatiilor afine finite ce pot fi
formate cu punctele sistemului S’ = {4y, 4,}, i € I este un subspatiu afin, pe care-1 vom nota
cu <S§’> sau L(S’) numit subspatiul afin generat de sistemul S”.

Spatiul vectorial director al subspatiului afin L(S”) este subspatiul vectorial

generat de sistemul de vectori {A4,4,}, i € [, adica V'=<{ A A4, }>.

De remarcat faptul cd dacd S ' = {4, 4;, 4>, ..., 4,} este un sistem finit de puncte
afin independente din A , atunci S’ reprezinta un reper afin pentru subspatiul generat L(S),

iar R =(A4,;A4A4,A4,4,,....,4,A, ) este un reper cartezian. In acest caz dimL(S) = p.

In multimea subspatiilor afine ale unui spatiu afin A pot fi definite operatiile de
intersectie si uniune de subspatii.

Prin intersectia subspatiilor afine A’ si A" se intelege submultimea A’ N A",
Daca A ' n A" # O atunci spatiul vectorial director al subspatiului A ' n A" este F'N
V", unde V’si V" sunt subspatiile directoare ale lui A’ si respectiv A "'.
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Prin uniunea subspatiilor afine A" si A"’ se Intelege subspatiul afin generat de A "
si se noteaza cu A ' v A".Dacd A'si A’ sunt doua subspatii afine, iar V’si V" spatiile
lor directoare, atunci spatiul vectorial director al uniunii este dat de

a) V'+V” dacaA'nA" =

b) V/+V”+UdacaA ' n A" =, unde U este spatiul vectorial
al subspatiului afin generat de doud puncte A’y e A'sido e A".

3.3.3 Definitie. Subspatiul generat de doud puncte afin independente din A, S =
{Ao, A1}, se numeste dreaptd afind, pe scurt dreaptd, dat de

A ={PeA/P=(1-)Ay+ 4, 1K} (3.2)

Spatiul vectorial director este dreapta vectoriala

V,={4,PeV /AP =144, ALK} (3.3)

Punctele A4y, A; € A sunt afin independente daca si numai daca 4 # A4;.

In spatiul vectorial V; exista cel putin un vector nenul (4, # 4,) si orice doi vectori
sunt liniar dependenti, ceea ce inseamna ca dim A; = 1.

Doi vectori ai spatiului vectorial V; se zic coliniari.

Proprietatea de coliniaritate a doi vectori este deci echivalentd cu
dependenta liniara a acestora.
Pentru A = 0 obtinem P = A4, iar pentru 4 =1 se obtine P = 4.

Definind functia f: A —> K, prin iP)=1, VP € A, 1 € K determinat unic de
relatia (3.3), obtinem o corespondentd biunivocad intre punctele dreptei A; si multimea
elementelor din K.

Daca K = R, pentru A € (0, 1), din relatia 4P = A 4,4, se obtin punctele

interioare segmentului orientat AOAl , iar pentru 4 € R \[0,1] se obtin punctele exterioare

segmentului 4,4, .

Un reper cartezian in subspatiul A | este definit de un punct fix O si un vector nenul
e €V, adicaR {0, e }.

Intr-un reper cartezian R = {0, e, } al spatiului afin A |, pentru orice punct P € A
vectorul de pozitie @ se exprimd in mod unic sub forma

OP=xe (3.4)

iar coordonata x € K este numita abscisa punctului P.

3.3.4 Definitie. Spunem cd un punct P € A | imparte segmentul orientat AB, A #

B, in raportul k € K, daci AP = k PB . Spunem cd numdrul k € K
este raportul simplu al punctelor A, B, P € A\.

3.3.5 Propozitie. Punctul P € A\ imparte segmentul AB, A # B, in raportul k € K,

daca si numai daca pentru un punct fix O € A, avem
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O—P=OA+—kOB’ k#-1 3.4
1+%

inlocuind ﬂ’ = O—P— @ , ﬁ = ﬁ — O—P in relatia A—P = kP—B se obtine
(3.4) si reciproc.

_—

In caz particular pentru k = 1 se obtine mijlocul segmentului orientat AB .

Vom numi figura a dreptei afine A | orice submultime de puncte din A ;.

Intelegem prin geometria afind a dreptei A | multimea notiunilor, figurilor si
proprietatilor lor bazate pe axiomele ce definesc un spatiu afin.

3.3.6 Definitie. Subspatiul generat de trei puncte S = {Ay, A1, A2} € A afine
independente se numeste plan afin, pe scurt plan, dat de

A ={PeA /P=(1-A-p)A,+r4 +pd,, AL,pe K} (3.5)

Spatiul vectorial director este planul vectorial

Va={ AP eV/AP =2 4,4 +udyA,, 2 ueK} (3.6)

Vectorii spatiului V, se numesc vectori coplanari.

in spatiul A , trei puncte afin independente determinid doi vectori liniar
independenti si orice trei vectori din ¥, sunt coplanari, ceea ce inseamna ca dim A, =2.

Un reper cartezian in subspatiul afin A , este definit de un punct fix O € A, si

vectorii e, e, € V5, adicaR= {0, e, e, }.

Intr-un reper cartezian R, pentru orice punct P € A, vectorul de pozitie OP se
exprima n mod unic sub forma

OP =xg, +ye, (3.7)

iar coordonatele x, y € K sunt numite abscisa si respectiv ordonata punctului P.

Subspatiile proprii ale planului afin A, sunt dreptele afine.

Doua drepte ale planului afin se zic paralele daca sunt caracterizate de acelasi
spatiu vectorial director. Relatia de paralelism in planul afin A, este o relatie de echivalenta,
iar o clasa de echivalenta in raport cu aceasta relatie defineste o directie In plan.

Se numeste figura a planului A ,orice submultime de puncte a sa .

intelegem prin geometria afind a planului A , multimea notiunilor, figurilor si
proprietétilor lor bazate pe axiomele ce definesc notiunea de spatiu afin.

Daca avem patru puncte 4y, 4, 4>, A3 € A afin independente, atunci subspatiul
afin A5, dat de multimea punctelor

As={PecA /P=(1-h—p-v)A + A +pd, +vA, hpveK} (3.8

are drept spatiu vectorial director, spatiul

V,={A,P eV /AP = AAA + ud A, +vA A, A, 11,v e K} (3.9
Acest subspatiu afin este de dimensiune trei.

Modul in care este construit spatiul afin A ; permite stabilirea unei corespondente
biunivoce intre multimea punctelor spatiului afin A 5 si multimea punctelor spatiului afin
standard K°. Oricarui punct P € A ii corespunde o singura terna ordonati de numere (4, 1,
V) € K°, datd de (3.8).

In baza acestei corespondente biunivoce putem dota spatiul afin A 5 cu proprietitile
spatiului afin standard K°.
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Subspatiile spatiului afin A ; sunt subspatiile de dimensiune unu, dreptele afine si
respectiv subspatiile afine de dimensiune doi, adica planele afine.

Astfel, o dreaptd afina din spatiul afin A ;, pe scurt dreapta, este generata de doud
puncte distincte A, B € A ;. Punctele unei drepte d < A ; sunt caracterizate de

AP=JAAB, Vie K (3.10)

Un subspatiu afin de dimensiune doi al spatiului afin A 5 se numeste plan afin, pe

scurt plan. Planele spatiului A; le vom nota cu literele mici ale alfabetului grec (o, £, ...).
Un plan o < A; este generat de trei puncte 4, B, C € Aj; afin independente.
Punctele planului « sunt caracterizate de relatia vectoriala

AP =AAB+ uAB, Vi, uec K G.11)

Daca consideram un punct oarecare fixat O € A, atunci (3.11) poate fi scrisd sub
forma echivalenta

OP =OA+AAB+ uAB, VA, uec K G.11y

Fie planele a, f € A3. Dacdi an f# O atunci spatiul vectorial director al
intersectiei o M S este dat de V, N Vp unde V, si Vp sunt spatiile vectoriale directoare
corespunzatoare planelor « si respectiv S.

Subspatiul ¥, NV poate fide dimensiune unu sau doi.

Daca dim V,N Vg=1 atunci intersectia o = d, este o dreaptd afin, iar daca
dim Vo, V=2 atunci planele asi fsunt confundate.

Daca a n f# O atunci planele « si fsunt paralel (strict).
In spatiul afin A3, un reper cartezian este dat de un punct fixat

O e A, siobaza B = {e,e,,e;} a spatiului vectorial director V3, adica R =
(O;e,,e,,e;). Oricarui punct P e A; 1i asociem vectorul de pozitie OP avand
exprimarea
OP = x,e, + x,e, + x;e, (3.12)
Scalarii xy, x, x3 € K reprezintd coordonatele punctului P in reperul R si
caracterizeaza in mod unic acest punct.
Constructii asemanatoare pot fi facute considerdnd mai multe puncte afin

independente ale spatiului afin A , obtinand in acest fel spatii afine de dimensiuni mai mari.

FieAsi A doud spatii afine.

3.3.7 Definitie. O aplicatie t: A— A_ cu proprietatea t(aP + pQ) == at(P) +

puQ), VP, Qe A 5i Va,fe K, at+ =1 se numeste aplicatie
afind (morfism de spatii afine).
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O aplicatie afini #- A — A determini in mod unic morfismul (aplicatia liniard

asociatd) T: ¥V — V' intre spatiile vectoriale asociate. Stiind cd pentru VvV €V siV A € A

~

, 3B e A astfel incat ¢ (4, B) = V, putem defini aplicatia liniard asociatdi T: V — V
prin relatia 7 (V) = @(¢t(A),t(B)), unde @ este functie de structurd afind a spatiului

A . Definitia nu depinde de alegerea punctului A.

Multimea aplicatiilor afine bijective de la un spatiu afin A la el Tnsusi (transformari
afine) formeaza, In raport cu operatia de compunere a aplicatiilor, un grup GA(A) numit
grupul afin (grupul afinitatilor).

Vom numi figurd a spatiului afin A orice submultime de puncte a sa .

Prin geometria afind a spatiului afin A vom intelege studiul figurilor si
proprietatilor acestora care sunt invariate de grupul afin.

Cele mai simple si in acelasi timp cele mai importante proprietati afine sunt:
- proprietatea de coliniaritate a trei puncte
- proprietatea a doua subspatii afine de a fi paralele

- raportul simplu determinat de un punct, care imparte un segment

orientat AB .

Alte proprietiti afine se stabilesc in general cu ajutorul acestora, motiv pentru care
proprietatile amintite vor fi numite proprietati afine fundamentale.

§3.4. Spatiul afin geometric al vectorilor liberi

Fie Ej; spatiul punctual al geometriei elementare si V3 spatiul vectorial al vectorilor
liberi.

Daci asociem oricdrui bipunct (A, B) € E; x E; vectorul liber AB € V; atunci
aplicatia ¢ : E3 x E3 = V5, ¢ (4, B)= AB satisface proprietitile A;) si A,) din definitia
spatiului afin, adica

A) VA B CeE;, AB+BC=AC
Ay)) V Ve Vs, VA e E;existd un punct B € E; unic determinat de relatia

AB=v.

3.4.1 Definitie. Tripletul A; = ( E3, V, @) se numeste spatiul afin geometric al
vectorilor liberi.

Elementele spatiului afin A; sunt puncte si vectori. Punctele spatiului afin A; sunt
punctele multimii suport E; pe care le vom nota cu majuscule 4, B, C, ..., O, P, ..., iar
vectorii spatiului afin A; sunt vectorii spatiului vectorial director V3, vectorii liberi pe care-

i vom nota cu AB, CD, .., sau cu a@,b,...,u,v,...,. Aplicatia ¢ : E; x E3 — V3 ce
satisface axiomele A)) si A,) reprezintd functia de structurd afind, iar relatia de echivalenta
definitd de aceasta pe multimea E; reprezintd tocmai relatia de echipolentd ''~'' a
segmentelor orientate, aga cum aceasta a fost definitd In geometria euclidiana.

Fie O € E; un punct fixat. Aplicatia ¢ : £3 x E; — V3 definita prin ¢@y(4) = ¢(O, A),
V A € E; este bijectiva (Consecienta 1.2) ceea ce permite identificarea spatiului punctual £;
cu spatiul vectorial al vectorilor liberi.
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Punctul O e E;, corespunzitor vectorului nul 0 €Vs , va fi considerat drept
origine a spatiului afin A;. Inplus, ¥V €V5 existd in mod unic un punct 4 € E; determinat

de relatia OA =V . Vectorul OA este numit vectorul de pozitie al punctului 4.

Multimea vectorilor de pozitie formeaza un spatiu vectorial izomorf cu

spatiul vectorial al vectorilor liberi.

Sa consideram acum doua puncte distincte 4 si B din spatiul £5. Subspatiul afin
generat de 4 si B,

L({4,B})={P € E;/ 74 € R astfelincat P=(1- )4+ AB} =d
este un subspatiu de dimensiune unu numit dreapta afind, pe scurt dreapta, avand spatiul
vectorial director dreapta vectoriala

Vi={AP e Vy/ 3 e R astfel incit AP = AAB

Pentru orice punct P € d\ {4, B}, coliniar cu 4 si B, sistemul de puncte {4, B, P}

este afin dependent, echivalent cu faptul ci vectorii AP si AB sunt liniar dependenti.
(Propozitia 1.1).

Reamintim cd doi vectori care au aceeasi directiec se numesc vectori coliniari.
Vectorii subspatiului V, au aceeasi directie ceea ce justifica definitia coliniaritatii dintr-un
spatiu afin oarecare.

3.4.2 Propozitie.  Doi vectori u §i V € Vs sunt coliniari daca si numai daca sunt
liniar dependenti, adica 7 A, u € R, 22 -i-,u2 # 0 astfel incat
Jii+ 45 = 0.

Demonstratie. Fie O € E; un punct fixat. Existd 4, B € E; astfel incat # = OA si

v =0B.Dacid i, V sunt coliniari atunci punctele O, 4, B sunt coliniare, adica sistemul
de puncte { O, 4, B} este afin dependent, ceea ce este echivalent cu dependenta liniara a

vectorilor OA si OB .

Segmentele orientate OA si OB sunt reprezentanta vectorilor # si vV in
punctul O, adicd ©# i V sunt liniar dependenti pentru orice alegere a punctului O.
Reciproc, dacd # si V e V; sunt liniar dependenti, atunci V O € Es, vectorii OA = U si

OB =V sunt liniar dependenti, adica sistemul de puncte { O, 4, B} este afin dependent.
Coliniaritatea punctelor O, 4, si B este echivalentd cu faptul ca vectorii 4 si V au aceeasi
directie. c.c.t.d.

Daca v €V, | {0} atunci Vi €V, coliniare cu v, poate fi scrisd sub forma:

u=Av , LeR (conditia de coliniaritate) 4.1)

3.4.3 Consecinta. Submultimea
V,={fueVV,/ILeR u=:,v#0}cV, a wtror

vectorilor coliniari cu vectorul nenul V este un subspatiu vectorial
unidimensional.
Orice trei puncte necoliniare sunt afin dependente, ceea ce inseamna ca orice doi
vectori necoliniari sunt liniar independenti.
Trei puncte 4, B, C € E; necoliniare determind un plan. Planul generat de aceste
puncte afin independente este dat de

A={PeFE;|FL ueR,P=(1-A-wA+ AB+uC}=rx

subspatiu afin avand drept spatiu vectorial director planul vectorial
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V,={APeV, |34 ueR AP =JiAB+uAC)}

Pentru orice punct Pe n\ { 4, B, C}, sistemul { 4, B, C, P} este afin dependent

adicd vectorii AP, AB si AC sunt liniar dependenti.
Trei vectori 4 , V si W se zic coplanari daca acestia sunt paraleli cu un plan.

3.4.4 Propozitie. Trei vectori U, V., W e V3 sunt coplanari daca si numai dacd
sunt liniar dependenti, adicd 72, 1, v R, > + 1 + V' # 0 astfel

incat Au+ v +vw =0.

Demonstratia este similara celei din propozitia precedenta.
Dacd 4, Vv € V3\{ 0} sunt doi vectori, atunci V W e V; coplanar cu & si Vv,
poate fi scris sub forma:

w=Au+uv, A u €R, (conditia de coplanaritate) 4.2)

3.4.5 Consecinta. Submultimea
V,={weV,|FlueR w=Au+uw,u,vz0}cV,,
a tuturor vectorilor coplanari cu vectorii nenuli U si V, este un
spatiu vectorial bidimensional .

Fie acum patru puncte 4, B, C, D € E; necoplanare. Sistemul de puncte { 4, B,
C, D} este afin independent , ceea ce inseamna cé orice trei vectori necoplanari sunt liniar
independenti. Spatiul afin generat de patru puncte necoplanare este de dimensiune trei si
orice cinci puncte ale acestui spatiu vor fi afin dependente.

Vectorial acest lucru se exprima prin urmatoarea teorema:

3.4.6 Teorema. Spatiul vectorial V5 al vectorilor liberi din E5 are dimensiunea trei.

Demonstratie. Orice patru puncte necoplanare formeaza un sistem afin independent ceea ce
este echivalent cu existenta a trei vectori # , V, W necoplanari (liniar independenti). Sa
aratam ca acesti trei vectori necoplanari genereaza spatiul vectorial al vectorilor liberi V.

_—

Pentru aceasta fie X un al patrulea vector, un punct oarecare O € E; si OA, OB, OC,

OX reprezentantii vectorilor # , Vv, W, X in punctul O (fig. 1)

fig. 1

Folosind de doua ori regula paralelogramului de insumare a doi vectori liberi in
paralelogramele OA4,X)B si respectiv OX,.XC, rezulta ca
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OX =04, + OB, + OC;

Cum, O4, si OA, OB, si OB, OC, si OC sunt coliniari rezulta ca exista
scalari A, 4, v € R asa Incat

O—X:i@+y0—B+v%

relatie echivalentd cu
X=Au+u+w,

adica vectorii necoplanari {# , V, W } formeazi o baza a spatiului vectorial al vectorilor
liberi, deci dim V; = 3. c.c.t.d.

Pentru un punct fixat O € E; si o baza data {e,,e,,e; } in V3, ansamblul R (O,
e,,e,,e,) reprezinta un reper cartezian in spatiul afin
As =(E3 V3, 9).

Oricirui punct P € E; 1i asociem in mod unic vectorul de pozitie OP a cirui
expresie analitica in reperul R este data de

OP = xlél + xZEZ + X3E3 5 X1, X2, X3 € R

Scalarii x;, X, x3 € R vor fi numiti coordonatele carteziene ale punctului P iar
functia

fE—R ; PeE > (x,x,,x)eR

este numita functia de coordonate.

Functia de coordonate permite stabilirea unei corespondente biunivoce intre
multimea punctelor spatiului punctual E; si spatiul vectorial R°.

Daca u € V; este un vector liber oarecare atunci existd un singur punct P € F; si

numai unul, astfel incat # = OP ceea ce inseamni ci in reperul R vectorul # se scrie
sub forma

U =xe +x,e+xe,

scalarii x;, x,, x3 € R, coordonate ale punctului P, vor fi numiti coordonatele vectorului u
in reperul R.
Bijectiile mentionate mai sus justifica indentificarea deseori a spatiilor £3, V; si R’.
Acest fapt ne permite sa privim, in acelasi timp, spatiul aritmetic R® ca pe un spatiu
de puncte si ca pe un spatiu vectorial, adica si consideram spatiul afin standard (R*, R®, ¢).
Daca R (O; e,e,,e;) este un reper cartezian fixat si spatiul afin geometric A; si
X1, X2, X3 € R coordonatele vectorului # € V3, vom scrie U = (x;, X2, X3) sau U ( X, X2, X3).
in acest context, daca U, (x1, x2, x3) §i Uy (y1, y2, y3) sunt doi vectori liberi,
atunci:
1° u, este coliniar cu u, (U,|u,) daca si numai daca coordonatele lor sunt

proportionale (egale in cazul particular #, = u,).
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2° u,, u,, U, sunt coplanari dacd si numai daca coordonatele unuia sunt

combinatii liniare de coordonatele celorlalti doi.

Fie un plan a c Ej, si o dreapta d c Ej; care intersecteaza planul « intr-un singur
punct si fie un punct oarecare 4 € E;. Planul prin 4 paralel cu planul « intersecteaza dreapta
d intr-un singur punct 4'.

Punctul 4’ € d se numeste proiectia paraleld cu planul o a punctului 4 pe dreapta
d.

Daci AB € V; este un vector liber oarecare, A’ si B’ fiind proiectiile paralele cu

planul « al punctelor 4 si respectiv B, atunci vectorul A'B' este numit proiectia paraleld

cu planul & a vectorului AB pe dreapta d (fig. 2)

fig. 2

Daca prin punctul 4 construim dreapta d' paralela cu d aceasta intersecteaza planul
ain punctul 4"
Punctul 4" este numit proiectia paralela cu dreapta d a punctului 4 pe planul «.

Daci AB e V; este un vector liber oarecare, A" si B"' fiind proiectiile paralele cu

dreapta d ale punctelor 4 si respectiv B pe planul ¢, atunci vectorul A''B'"'  este numit

proiectia paraleld cu dreapta d a vectorului AB pe planul « (fig. 3).

II
\
B 4 \
\
\
\

fig. 3

In ambele cazuri se demonstreazd usor cd proiectia unui vector #; = AB nu
depinde de alegerea reprezentantilor acestui vector.
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Fie in spatiul geometric £5 un punct O si dreptele Ox, Ox, si Ox; care determina
planele distincte x10x,, x,0x3 §1 x30x; prin punctul O .

fig. 4
Notam cu A4, 4,, A3 proiectiile punctului 4 pe dreptele Ox;,0x,, Ox; paralele cu
planele x,Ox3, x30x; si respectiv x;0x,.

Vectorul de pozitie OA poate fi scris sub forma

OA = 04, + 04> + 04 . 4.3)

—_—

numitd descompunerea vectorului OA dupa directiile Ox,,0x,, Ox;.

Mai mult, daca consideram reperul R (O, e,e,,e;) in care {e,e,,e,} este o
baza a spatiului vectorial al vectorilor liberi V; si care determina directiile dreptelor Ox,
Ox;, Oxs, atunci existd scalarii a;, a5, a5 €R astfel incat O41 = a,e,, O42 = a,e,,
OA4; = a,e; .

Daca u e V; este un vector liber ce are ca reprezentant in punctul O vectorul de

pozitie OA , el poate fi scris in reperul R, in mod unic sub forma
u=ae +a,e, +ae, (4.4)

Scalarii ay, a», a3 €R, coordonatele vectorului %, in reperul dat, nu depind de
alegerea reprezentantilor, astfel aceste coordonate sunt perfect determinate de proiectiile
paralele ale vectorului #; pe cele trei directii.

§3.5. Spatiul punctual euclidian al vectorilor liberi

Introducerea notiunii de vector liber in spatiu geometric £3 a fost
posibild tinand seama de notiunile fundamentale ale geometriei euclidiene
cum ar fi punctul, dreapta, planul, distanta, precum si de axiomele la care
sunt supuse aceste notiuni.

In ultimul paragraf al capitolului precedent au fost puse in evidenti
cateva proprietati, fard a apela la notiunea de distantd. Gama acestor
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proprietati se imbogatateste mult daca pe spatiul vectorial al vectorilor liberi
se defineste un produs scalar. Se defineste astfel notiunea de spatiu punctual
euclidian al vectorilor liberi Jg. Produsul scalar defineste la randul sau
notiunile de norma euclidiand a unui vector, unghiul a doi vectori si
respectiv notiunea de distantd euclidiana. In cele ce urmeazi, vom aborda
calea constructiei acestuia asa cum a decurs In matematica si vom evidentia
apoi echivalenta notiunilor introduse cu cele definite in cazul general. Vom
folosi unele notiuni definite in cadrul structurii de spatiu afin geometric al
vectorilor liberi i vom pune in evidentd diferentele specifice ce apar in
cazul structurii euclidiene.

§3.5.1. Proiectii ortogonale

Fie E; spatiul de puncte al geometriei euclidiene ,definit cu ajutorul
unui sistem axiomatic, in care considerdm introdusa notiunea de vector.

Lungimea unui vector AB € V5 a fost definitd de numarul real
d(A4B), adica distanta dintre punctele 4 si B, pe care o vom nota in continuare

cu |E |, modulul vectorului AB sau lungimea geometrica a vectorului AB.
Un vector e cu proprietatea |e | = 1 se numeste versor sau vector

unitate. Orice vector % € V3 coliniar cu e poate fi scris sub forma
u=|ul-e.

Am definit in paragraful precedent proiectia pe o dreapta paraleld cu
un plan §i respectiv proiectia pe un plan paraleld cu o dreapta. Daca dreapta
d c Ej este perpendiculara pe planul « < Ej atunci proiectia paralela cu
planul o a vectorului v € V3 pe dreapta d va fi numitd proiectia ortogonala
a vectorului v pe dreapta d si va fi notata cu E ,V, 1ar proiectia paralela cu
dreapta d a vectorului v pe planul o va fi numitd proiectia ortogonala a
vectorului v pe planul « $i va fi notata cu EQV .

Se demonstreazd usor cd proiectia unui vector pe doud drepte
paralele ne procura acelasi vector, ceea ce Tnseamna ca proiectia unui vector
pe o dreaptd depinde numai de directia acesteia. De aceea daca u este un
vector nenul care defineste directia dreptei d, atunci putem vorbi de proiectia

lui v pe u, pe care o vom nota cu pr_v.

Daca e este versorul lui u, adicd u =|u| e, atunci pentru
VveV;, Eﬁ\_z este un vector coliniar cu e, Eﬁ\_zz |Ea\7| ‘e.

Numarul real |;E\7| se numeste marimea algebrica a proiectiei
ortogonale Eﬁ pe care o vom nota simplu pr, v, si care reprezintd
coordonata vectorului v pe directia determinata de u .

3.5.1.1 Teorema. Pepgry u e V5 )\ {6} Vv, w eVs,si VAeRavem:
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or-(V+W) = pr-v+ pr-w
p_“( )_p 7V TPl (1.1)
pry(Av)=Aprv

Demonstratie. Fie o dreaptd avand aceeasi directie cu u $i vectorii
V=AB, w=BC,avand suma v +w = AB+ BC = AC (fig. 1).
Notand cu A'B' si respectiv B'C' proiectiile vectorilor # si W pe
dreapta d rezulta
pr-(V+w)=pr  AC=AC'=A'B'+B'C'= pr.v+ pr.-w
Analog (fig. 2)

pro(AW)=pr,AC=AC'=AAB = Lpr,;v

o, Mo
! A/V)/ @

B/ C/

fig. 1 fig.2

Proprietdtile din teorema 1 ale proiectiei ortogonale induc aceleasi
proprietdti pentru marimea algebrica a acestei proiectii, adica

rr(V+w)=prv+ prw
pu(_ ) PrEv+ pr (12)
pr.(Av) =4 pr.v
Daca consideram doua semidrepte |OA si |OB in spatiul punctual E3,
atunci numim unghi al vectorilor liberi v =04, w = OB, nenuli, notat cu

@ =<(v;w), unghiul ¢ € [O, 7] format de semidreptele |OA si |OB.
Vectorii # §i W nenuli sunt ortogonali dacd unghiul lor este %

Unghiul vectorilor # si w nu depinde de alegerea reprezentantilor 04 s

respectiv OB . Convenim ca vectorul nul @:este ortogonal pe orice vector.

Notiunea de unghi permite explicitarea marimii algebrice a proiectiei
unui vector in functie de lungimea vectorului si unghiul dintre vector si
directia dreptei pe care se face proiectia (fig. 3).
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fig. 3
| pr,v || ¥ |cos g (1.3)

Cu aceste elemente putem introduce notiunea de produs scalar pe
spatiul vectorial al vectorilor liberi.
§3.5.2. Produsul scalar

Fie V; spatiul vectorial real al vectorilor liberi

35.2.1 Functia - N5 x V3 = R, definita prin
Teorema.

lu||v|cos(u,v), ¥V u,ve V3  \{0}

< |
< |
I

@.1)
0, pentru a=0sau/si b=0

defineste un produs scalar pe spatiul vectorial al vectorilor
liberi.

Demonstratie. Sa verificim cele patru conditii ce definesc un produs scalar.

L.(w+u)-v=w-v+u-v, VNu,u,ve V ;

Din definitia produsului scalar si proprietatea (1.3) avem u-y =

@] - |pr.v| = |v| - |prii|, Viu,v eVs\{0} deci (ui+us)-v=
=V - | pri(uw+w)| = |V|(| pra, | +] priit, )=V | | pron |+ V] | pri, ) =

=w- vt v.

2.(ai)y vV=o(ii-v), Vi,v €Vs, VaeR.
(ait ) v=|v||pr.(ait) [=a|v||pri|=a(i- v), Yiu,veVs, YacR.

3.uv=v-u, VYV u,veVs;.Comutativitatea rezultd din comutativitatea
produsului in multimea numerelor reale.

4. u-u 20, u-
<u,u>=|

S|
Il

0c>u=0,Vu eV
>0, 7

S|
N
T
Il
(@]
0

Pentru cazul in care cel putin un factor al produsului scalar este
vectorul nul proprietatile rezulta imediat.

35.2.2 Spatiul vectorial al vectorilor liberi V5 inzestrat cu

Consecinta. produsul scalar (2.1) este un spatiu vectorial euclidian
real.

3.5.2.3 Spatiul afin As = ( E3, V3, @) avand ca spatiu vectorial

Consecinta. asociat spatiul euclidian V3 , devine un spatiu punctual
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euclidian pe care-l vom nota cu / 3.

Observatii.

1° in paragraful precedent au fost evidentiate bijectiile naturale
dintre spatiile E3, V3 si R Astfel, avand fixat un reper cartezian R
(O; e,e,,e;) In spatiul afin As, functia de coordonate f: V3 — R, definita
prin  f(ir) = (x1, X2, x3) € R,V € Vs, realizeazi o bijectie intre cele
doud spatii vectoriale. Aceasta bijectie reprezintd un izomorfism de spatii
vectoriale care permite transportul structurii euclidiene canonice definita pe
R® pe spatiul vectorial al vectorilor liberi V;.

Se verifica usor ca aplicatia :

<,>:V3xV3o R, (7,7) - <u,v>= <), AV)>r (2.2)

este un produs scalar pe Vs, unde <, > este produsul scalar definit pe R’.
Cu ajutorul acestui produs scalar se defineste in mod natural norma

@ || = \<ut,v > = < flw), f(v)>r

Daca consideram doud puncte arbitrare 4, B € E3 si vectorii de

pozitie 04 si OB caracterizati de ternele ( xi, x2, X3) € )& , sl respectiv

(y1, y2, 13) € R3, atunci vectorul 4B = OB —OA va fi caracterizat de terna
(y1 — X1, y2 — X2, y3 — Xx3) §1 va avea norma data de

| 4B|| = < AB,AB > = /< f(4B), f(AB)> x =
:\/(yl _x1)2 +(», _x2)2 +(y; _x3)2 = 0(4,B) = |E|

Acest rezultat aratd ca norma || AB || definita de produsul scalar (2.2)

coincide cu lungimea geometrica | AB |, a vectorului 4B .

Unghiul a doi vectori nenuli O4 si OB € V3 definit de produsul
scalar < , > coincide cu unghiul (geometric) definit de directiile
semidreptelor |OA4 si |OB . In adevar,

< 04,08 > _ pro;OB pro, OB
[OA4]|-][OB]] 0B | | OB
In consecienta, produsul scalar (2.2), indus de bijectia £ pe spatiul
vectorial Vs al vectorilor liberi, coincide cu produsul scalar (2.1).

2° Cunoasterea produsului scalar pe spatiul vectorial al vectorilor
liberi permite calculul lungimii vectorilor si a unghiului dintre doi vectori:

cosQ = = cos<(a,@).

HEN R COS(”:#JJH L p=<@.b) (2.3)
a .

3° Dot vectori nenuli sunt ortogonali <> produsul lor scalar este nul.
Fie B= {¢,e,,e, } o baza in spatiul vectorial V3.

Dacd a =a,e, +a,e, + ase, s1 b =be, +b,e, + be,, atunci obtinem:
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ab =abgee, +(ab, +a,b)ee, +(ab, +ab)ee, + 2.4)
+a,b, + €8, +(a,b, + a,b,)e,e, + a,b, + &2, '

Deci, produsul scalar a doi vectori este perfect determinat dacd se
cunoaste Tnmultirea scalara a vectorilor bazei B.

O baza in V; formata din vectori ortogonali doi cate doi este numita
baza ortonormata iar coordonatele unui vector intr-o bazd ortonormata se
numesc coordonate euclidiene.

In geometria euclidiand se demonstreazi ci printr-un punct exista
trei drepte perpendiculare doua cate doud de unde rezultd existenta unui
reper cartezian ortonormat in spatiul punctual euclidian Js.

Daci B = {i, j, k} este o bazi ortonormati in V; atunci
ii=jj=kk=1,ij=ik = jk =0, adicd produsul scalar al vectorilor bazei
B este dat de tabelul

N
i1 0 o
ilo 1 0
tlo o 1

Produsul scalar a doi vectori oarecare @ =aji+a,j+ak i
b =bji+b,j+bk vaavea expresia canonica

ab =ab, +a,b, +a,b,

(2.5)
Proiectia ortogonald a vectorului @ pe directia vectorului i este datd
D C_”_ T —\T T I = P— '’
de pria=—i=(ai)i =ai, analog pria=a,j $§1 pria= ak . Astfel

ii
coordonatele euclidiene ale vectorului a reprezinta marimile proiectiilor
ortogonale ale lui a pe cele trei axe ale reperului cartezian ortonormat .
Expresiile analitice ale normei unui vector §i respectiv unghiului a
doi vectori vor fi date de

1@l = \a +a; +a;

ab, +a,b, +a,b,
\/af +a; +a; +\/bl2 +b; +b;

cos(a,b) = , 9|0, 7 (2.7)

In particular vectorii @ si b sunt ortogonali daca si numai daca

arb; + axby +azb; =0 (2.8)

§3.5.3. Produsul vectorial

Fie vectorii @ si b €Vs. Pentru @ # 0 si b= 0 notim cu
¢ € [0, 7] unghiul dintre @ si b .

3.5.3.1 Definitie. Se numeste produs vectorial operatia binara interna
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“x”:V3 x V3 = V3, care asociaza perechii ordonate
(@,b ) vectorul € notat cu @ x b , caracterizat de
1°|@ xbl =@l -|1B ]l -sing
2°¢ = a x b esteortogonal pe a §i b
3° Sensul vectorului @ = @ x b este dat de regula mdinii
drepte cind rotim pe @ peste b sub un unghi ascutit
(regula burghiului drept) (fig. 4)

axb

Y

fig. 4

Daca notdm cu e versorul directiei ortogonale pe a si b atunci
xb =|all-||b]l-sing-e.

35.3.2 Produsul vectorial are urmatoarele proprietati:
Propozitie.
l.axb=-bxa (anticomutativitatea)
2.ax(b+¢c)=axb+axc (distributivitatea)
3.(aa)x b =a x(ob)=o-a xb (omogenitatea)

4. pentru a,b#0,axb=0<b=Ja
5. pentru b # Aa, norma @ x b || reprezintd aria paralelogramului
construit pe reprezentantii intr-un punct ai vectorilor a si b .

Demonstratie.
1.Din definitia produsului vectorial rezultd ca vectorii @ x b §i b
X @ au aceeasl norma, aceeasi directie, dar sensuri opuse.

2. Sa consideram reprezentantii OA, OB si OC ai vectorilor @ si

D A




b si respectiv ¢ in punctul O € Ej si planul 7z prin O perpendicular pe
directia vectorului a . (fig. 5)

fig. 5

Notand cu @':E”ﬁ, W:‘:ﬁ”&f obtinem
axb=|al-|b|-sing-e=|a|-||OB- &= 04 x OB'= OB"
analogEszaxO_C'ZO_C”
Daci OB + OC = OD iar paralelogramul OB'DC" este proiectia
paralelogramului OBDC pe planul 7z, atunci OD'=0B'+OC' = E”O—D

Vectorul OB" se obtine rotind cu un unghi de 7 /2 vectorul OB' in
planul 7z, si inmultind vectorul obtinut cu || @ ||. Analog se obtine OC" din
OC'. Prin rotirea paralelogramului OB D C' cu un unghi de /2 si inmultind
cu ||a || se obtine tot un paralelogram (asemenea cu primul) de unde rezulta
cd OD" L OD' si||OD"||=||OD'| - ||OA4||. Deci

ax(b+¢)=04Ax0OD=0A4x0D'=0D"=0B"+0C"

=0AxOB'+O0AxOB' =axb +axb

Similar se demonstreaza distributivitatea produsului vectorial in
raport cu primul factor, adica

(@+b)xe)=axc+bxc

3. Pentru a > 0, vectorul aa are directia si sensul vectorului a iar

(a@)xb si a(a xb ) au aceeasi directie si acelasi sens. In plus,

|[(a@)xb |=|ad|x|b|sinp=|al|al|b]|sing =

=lal|axb|=|a@xb)|

Pentru o. < 0, vectorul ez are directia si sensul lui -@ iar (@) xb
si o @ x b ) au aceeasi directie si acelasi sens. In plus,

| (a@)xb |=|aa|x|b|-sin(z~p)=|al||a]||b |sin(z - @)=

=la||axb|=|a@xb)|

Analog se demonstreaza a x (ab )= a(a xb).

Pentru =0, din 3 rezultd @ x0 = 0.

4.Dacia, b # 0,din axb=0rezultici|axb|=0< sing=0,
adicd vectorii @ si b sunt coliniari, b =Aa.

Din definitia produsului vectorial avem |axa| = 0 , de unde
obtinem @ xa=0.

Daci b =\a atunci axb =ax(ha)=A(axa)=0.

5. Pentru @si b necoliniari construim paralelogramul OACB (fig. 6)
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fig. 6

|@xb ||=||0OAxOB||=||OA||-|OB||-sin @
=||0A||-h

adici aria paralelogramului determinat de a'si b .
Daca B ( i, j, k) este o bazi ortonormati in V ; atunci folosind

definitia produsului vectorial si proprietatile acestuia, obtinem tabelul

3.1)

;| ~. | X
1
~ 5 I
L ol i<
1
OI AN =

Astfel, produsul vectorial a doi vectori @ si b, a=aji+a,j+ak si

b =bi +b, ] +b,k , va avea expresia canonica
axb =(a,b, —a;b,)i +(ab, —aby)j +(ab, —ab)k , (3.2)

Expresia canonica (3.2) se poate obtine dezvoltand dupd prima linie
determinantul formal

i ] k
axb=la, a, a, (3.2)
bl bz b3

4-4_5 (3.3)

Produsul scalar si produsul vectorial satisfac identitatea lui Lagrange:

@by +(@xby=lalf-b|P (3.4

§3.5.4. Dublu produs vectorial

3.5.4.1 Definitie. Fije vectorii a, b, ¢ € V5. Se numeste dublu produs
vectorial al vectorilor a , b §i ¢ vectorul

v=ax(bxc) 4.1)
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Din definitia produsului vectorial rezulta cd vectorul v este coplanar
cu vectorii b si ¢ (vectorii din parantezi). Dacd construim vectorul
(axb)x ¢=w, acesta va fi un vector coplanar cu @ si b de unde rezulta
ci v=ax(bx?)#(axb)xc=w.

Se poate demonstra usor, folosind expresiile analitice ale vectorilor
a,b si ¢, formula de dezvoltare a dublului produs vectorial

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
(4.2)

sau sub forma determinantului simbolic

a x (l; XC)= i _c_
ab ac
(4.3)
§3.5.5. Produsul mixt

3.5.5.1 Definitie. Fje veciorii a, b, ¢ € V;. Se numeste produsul mixt al
§1

vectorilor @, b si ¢ numarul real (a, b, ¢ ) dat de

(a,b,c)=:a(b xc) (5.1)

3.5.5.2 Teorema. Produsul mixt are urmatoarele proprietati:

I)(a,+a,b,c)=(a,b,c)+(a,,b,c)
2)(aa,b,c)=a(a,b,c)
3)(a,a,,a;)=¢s(a, ,a, ,a,

o’

),0€ 83, ec==%1.

O2)° 7003
4 (a,b,c)=0 < a,b, ¢ suntliniar dependenti (coplanari)
S5Y|(a, b, )= Vol , pentru¥a,b,ceV;\{0}

@b
Proprietatile 1) si 2) , aditivitatea si respectiv omogenitatea, rezulta

din definitia produsului mixt si se extinde pentru orice factor.
Proprietatea 3) se poate exprima echivalent prin proprietatile:

3Y(a,b,c)=(b,a,c)=(c,a,b)

ce exprima invarianta produsului mixt la permutari circulare, adicd g5 = + 1
(o € 83 - permutare parad) si

3Y'(a,b,c)=-(b,a,c),
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si celelalte relatii corespunzdtoare permutdrilor impare care exprima
proprietatea de anticomutativitate pentru orice doi factori aldturati.
Echivalenta 4) rezulta imediat pentru cel putin un factor egal cu

vectorul nul, iar pentru @, b, ¢ € V 3\ {0}, anularea produsului mixt este
echivalentd cu ortogonalitatea vectorilor @ si b x ¢, adica coplanaritatea
vectorilor @, b si ¢ .

Daca notam cu Vol..;_ volumul paralelipipedului format de

reprezentantii vectorilor @, b, ¢ intr-un punct O € E; (fig.7)

fig.7
si notand cu =< (b, ¢),cue=<(a, b x ¢), obtinem

(@,b,c)=l|a||-[|b-cl[-cosp=(]|a]-cosp)-||b-c=
Dacid B = (i, j, k) este o bazi ortonormati in spatiul vectorial al
vectorilor liberi V 3, iar @ = ai + a,j + ak, b=bi+b,j+bk si
C=ci+c,j+ck sunt expresiile analitice ale vectorilor @, b si respectiv

¢ , atunci produsul mixt are expresia canonica data de

a d, 4a;
(a,b,c)=|b, b, b,
€ G G

(5.2)

Tinand seama de proprietatile determinantilor si de expresia analitica
canonicd a produsului mixt pot fi usor de verificat proprietatile 1-5.

Spunem ca o baza B = {a, b, ¢} < V 3 este pozitiv (negativ)
orientatd daci produsul mixt (@, b, ¢) este pozitiv (negativ).
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§3.6. Probleme rezolvate

3.6.1. Pe latura BC a unui triunghi ABC se considerd un punct M

BM
care imparte segmentul BC in raportul M—Czk. Sa notdm

AB = E,A_C = b,w = m. Si se demonstreze relatia : m= Clillib .
Solutie:
Din relatia =k , obtinem:
BM k BM k

BM +MC k+1 BC k+1

Vectorii BM si BC sunt coliniari si prin urmare,
BM =—*_BC.
k+1
(2)
In triunghiul ABM, vectorul AM se exprima cu ajutorul vectorilor AB si
BM prin relatia:
AM = AB + BM. 3)

vy
<%
@

Substituind BM din (2)si (3) obtinem:
kAB+ AB+kBC _ AB+k(AB+ BC)
1+k 1+k

AM = AB+

M 4B+~ _BC-
+1

4

In triunghiul ABC, vectorul AC se exprimi cu ajutorul relatiei:
AB+BC = AC (5)

Substituind valoarea lui AC din (5) in (4), obtinem: AM = AB?_—];AC .

+

= . . . y . — c+kb
Tinand seama de notatiile vectoriale din ipoteza, se obtine: m = ™
+

Observatie:
Daca k = 1, atunci punctul M este mijlocul laturii BC. Prin
urmare, AM este mediana.

74



Formula (6) devine
—  b+c
m =

2

a

3.6.2. Se da triunghiul 4ABC. Fie AP, respectiv AQ bisectoarele
interioare si exterioare unghiului 4. S notdm AB = ¢, AC = b, BC = a.

1) Sa se demonstreze relatiile:
AP = x(bAB + cAC);
AQ = y(bAB - cAC);
2) Notam cu m raportul in care punctul P imparte
segmentul BC. Sd se demonstreze relatia:
Z_j _ AB—-mAC .
I-m
3) Sa se demonstreze ca bisectoarea AP imparte
latura BC in segmente proportionale cu celelalte

doua laturi.
Solutie:

1) Sa notim cu ;,;si;v’versorii dreptelor AB,AC si AP (figura
3.6.2).

Deoarece AP este bisectoare rezulta

Fig.3.6.2.

ca vectorul w=u+v are aceeasi directie cu vectorul AP . Vectorii
w si AP sunt colineari.

AP = A w=Mu+v).
Sa observam ca:
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~ AB -~ AC

ﬂ?zcﬁ;AC=b\:<:>u =—;yv=—,
c b
Din aceste relatii deducem:
4p="48 _ (paB+c4c)
c

Se observa din figura 3.6.2. ca vectorul u -v are aceeasi directie cu

A—Q. Printr-un procedeu de demonstratie analog cu cel de la punctul
precedent, se obtine:

AQ = y(bAB —cAC).
. s PB _..
1) Sanotam m = P—C.Dm figura 3.6.2. deducem:
PB =mPC = 4B — AP = m(AC — 4P)<> AB - mAC = AP — m AP = (1 m)AP
Din aceasta relatie deducem:

ﬁzAB—mAC_ AB  mAC

1-m  l-m 1-m
2) Tinand seama de relatiile precedente putem scrie:
x(bTB + cA—C:): M & (bx — Lj@ = (— cx — LJR’

-m 1-m —-m

Deoarece Vectoriiﬂési AC sunt liniar independenti, obtinem
relatiile:

bx = ! jex = —m
l1-m l—-m
Se impart cele doua relatii membru cu membru si se obtine:
b b BP
—=—ms —=—.
c c PC
Observatie:
Din relatiile stabilite mai sus se obtine:
x:b(ll ): 1 :bl : ﬁ:bAl;;+cAC
—m b(l N cJ +c +c
b
3.6.3. Se dau vectorii a,b si ¢ pentru care se cunoaste
Jo =108l =2 5i | =3

alab)=Tialac)-Tralbc)-%.

—

Q"

Sa se calculeze norma vectorului a +5 -

Solutie:
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Se stie ca:

2 2

—

a

-

b

-

d +2(a.5)-2(a.c)-2(.c) =

b arb-a)=
V1422432422342 - 643 =16 =32 - 643

+

+

‘P+b—c

b ~cos£=1~2-l=1
3 2

=T
>

N —
Il
S
=

(6.2) =[] [ cos V2 32

=la|-||lc .cos—:1~3-—:—2
4 2 2

.2)= Bl ] -cosT =232 =215

3.6.4. Se dau vectorii:

— —

a=2m—n — -
2 ==
b=3m+n

Se cere:

a) lungimea diagonalelor paralelogramului construit cu vectorii a si

b) unghiul dintre cele doud diagonale, stiind ca unghiul dintre m si

. Vs
n este —.
3

Solutie:

Fig. 3.6.3.

a) dy=a+b=5m=|d|=5m|=501=5
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4 =a-b=-m-2n=|ds| =Cm—2n)eCm—2n) =

A+ 4l +alomn) =1+ 802 4010202 =01
2

b) cos<(dd,) M o HBH

I I I G I 2 e A e 2 I )
- 5421 - 521

—5 10 -15 -3

sV21  5V21 V21

< (d1 ,dz) = arccos(%}

3.6.5. Sa se calculeze unghiul dintre vectorii m si n stiind ca

EJ_E, cld unde:

a=m+nb=2m-3n,c=3m+n si d=-m+3n

Solutie:

Ortogonalizarea vectorilor a si b, respectiv c si d , conduce la:

58)=0 3 s3] =0

(5,3)20 =

unde prin a s-a notat unghiul dintre vectorii m si n.

Adunand cele doua relatii se obtine:

—2 — (11— — —
[ ==l cosex < o] = cosar
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—|2
Daca se elimina Hm” din primele doua relatii se obtine:

— 1 — —12 — —
13HmHHanosa = 3”11” = 3Hchosa = 3”11”

Ultimele doua relatii, prin impartire, conduc la:

3 /3
cosa = < o = arccos| £, | — |
137 91

3.6.6. Fie vectorii:

5=22‘+}—%

— > - —

b=i+3j+k

a) Cercetati daca vectorii a si bsunt ortogonali si determinati
proiectia vectorului a pe b si proiectia lui bpe a.

b) Determinati < (5,5)
c) Verificati identitatea lui Lagrange in cazul acestor vectori.
Solutie:

a) Doi vectori sunt ortogonali daca produsul lor scalar este 0.

(E,l_a): 2el+1e3+(—1)el=4, rezultici a si b nu sunt ortogonali.

— (ap) 4 4
e o] Vi3 ViU

4 — — 4
deci <\a,b)=arccos—.
= eci (a ) 766
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c) Identitatea lui Lagrange este:

axB[ +(aeb) =[a

2
[ ]

2

bl .

Se calculeaza produsul vectorial dintre asib:

—

k
—1|=4i-3j+5k
1

W o~ .

i
axb=2
1

[axB= /4> +(=3) +5° =/50.
Verificam relatia si avem:

(@ )Z 47 = (\/8 )z . (\/ﬁ )z adevarat.

3.6.7.Fie r, =i— j+2k

iy

Z =2i+ } +k

vectori de pozitie ai varfurilor unui triunghi ABC.
Determinati:

a) aria triunghiului ABC;

b) un vector perpendicular pe planul vectorilor ﬁsi AC avand
lungimea 214 ;

c) determinati distanta de la varful A la latura BC a triunghiului;
d) aflati masura unghiului A al triunghiului ABC;

e) sd se determine un punct D n planul triunghiului ABC astfel incat
1p sa fie perpendicular pe BC si sa aiba marimea 4.

xC
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v

_ —_ —

AB=r, -rA=—;’+}—k
E:Z—a:;+2}-%

BC=r,-r,=2i+]

B

a) Aria AABC
i j ok
l‘ﬁxfl—é‘:l—l 1 —1:1‘2—2}—3%‘21\/1+4+ _L
2 2 2 2 2
2 -1
vLAB —
b) ‘_} ___¢ = colinear cu (ABxAC)
v1lAC

>

;=a(ﬂ3><A—C:)=a(z —2}—3%)

2‘—2}'—31?‘

Vi

= |a| .
Avem 2@ = |a| ° \/ﬁde unde |a| =2deci o ==+2.

Atunci [y|= i -25-3%)

BC :
C) Aria AABC :d(A,B, C). = d — 2ArlaA4BC — \/ﬁ _ \/ﬁ

2 BC J22 i1 A5

81



d) Masura unghiului A se poate determina din produsul scalar AB cu
AB|e|AC|sin"4

2

AC (afland cos “4) sau scriind aria ca

2 Aria V14 V14 7
_ AABC
V18

sin 4= = = ="4= arcsin—7
AB| e ||AC \/5\/6 3

e) D(x,y,z)

De(ABC) daca produsul mixt dintre D si celelalte este zero

= (D4,DB,DC)=0

rD:x;'+y}+Z/_€:O
r, LBC

}:g-ﬁ::o.
3.6.8. Se dau vectorii:

a=M\i+dj+6k

b =i+hj+3k

c=Nitd)

Sa se determine A astfel Incat cei trei vectori sa fie coplanari si in acest
caz sa se descompuna vectorul a dupa directiile vectorilor b si c.

Solutie:

Vectorii a,b,c sunt coplanari daca sunt liniar dependenti (produsul
mixt (a,b,c)=0).

A 4 6
Dacé(a,E,E)ZOatunci 1 4 3|=0
A 4 0

2+ 120-602-120. =0
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M+4-—4=0=0=2sau i =-2.

Daca A =2:

=2i+4 j+6k
b =i+2j+3k
c=2i+4]
atunci: a =aE+BZ
2i+4 j+6k = (o +2B)i + (2o +4B)j + (Bak)

a=2

ﬁ_o}:»2=25

Daca A =-2:
a=m(i-2j+3k)+n(-2i+4 )

a =(m-2n) i +(-2m+4n) } +3mk

m=2 - - —
:>{ =a=2b+2c.
n:

3.6.9. Sa se determine volumul paralelipipedului construit pe vectorii:

a =2u-v+tw; b = u-w; ¢ = u+w care au originea comuna §i HuHZI;
Ve

=2

VVH=3;<1(£,;)= >
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Solutie:

uxvy

Fig.3.6.5
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Se stie ca volumul paralelipipedului construit pe vectorii a,b,c are valoarea:

V=lae(oxc)

Calculam pe rand:

bxc = (;—v_v)x(ﬁxv_v) = UXUFUXW-WXU-WXW =0+ uxw+uxw-0=

2uXw

ae(b c)=Qu-v-w)e2(uxw)=4(u,u,w)-

2(v,u, wH2(w,u, w)=2(u v, w)=2(w,u,v)

V:

[l

aelbxc)=2

ey

sin<1(Z,;»cos<l(v_v,;x;)=2030102010g=6\/I

Cosinusul unghiului dintre w si u xvse afld din:

cos’ < (u,v)+ cos’ < (u, w)+ cos> < (w,u X v)=1

2 2
deci Q +(1j +cos2¢9:l.
2 2 2

3.6.10. Fiind date punctele 4(4,-2,2), B(3,1,1), C(4,2,0), determinati
varful D al tetraedrului ABCD stiind ca punctul DeO; si volumul tetraedrului
ABCD este 4 unitati. Determinati de asemenea si lungimea inaltimii dusp din
D pe baza ABC.
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Solutie:

DeO; deci coordonatele punctului D sunt: D(0,0,a.).

AD =—4i+2j+(a - 2)k

4 2 a-2
AB-—i+3j-k v =f(iBAc D)=l 3 1=
0 4 -2
AC=4)-2k
4 2 a-2
L T .| :202—2a+4+8—2ﬁ322_m1:4:>a=5
0 2 -1

Punctul D are coordonatele (0,0,5).

Dacd se noteazda cu h Indltimea construitd din D pe planul ABC, atunci
volumul se poate exprima:

_ he Adria .

v =
3

Avem vectorii AB si AC si rezulta produsul vectorial:

i

k
—1|=-2i-2j -4k
—2

ABx AC =|-1
0

AW .|

Aria e = JAB|x[AC] = A+ 4416 =24 =6
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3.6.11. Calculati valoarea expresiei:
E= a_x_b,af(_bx_c) +2
(a,b) (a,b X c)

stiind ca vectorii a,b,c €V, sunt necoplanari, iar vectorii @ si b sunt nenuli

si nu sunt ortogonali.

Solutie:

Tinand cont de interpretarea produsului vectorial dublu:

=(aech-(aebk

b c

ax(bxc)=
aeb aec

o_laxb)lascp-{ashk| ,_(axblaschp-(axbfasbk . _
(a ° bla ° (b X C)J (a ° bXa,b,c)

(aeb 5@)5—_(5.5 5><E)E+2_ (aec)a,b.b)-(aeb)fa.b.c)

(@eb)a.bc) - e

0—(a,b)s (a.b.c)

(;.b).(a,z’z) +2=-1+2=1

3.6.12. Sa se calculeze:

(a,a+b,a+5+z).

Solutie:
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(a,a+b,a+5+g)= a(axa+a><b+a><c+b><a+bxb+b><c)=

:E(Zx5+5xz): (a,a,c)+ (a,b,c): (a,b,c)

S-au folosit proprietatile:

1) axa=0
2) axb=-bxa.
3) (a.a.c)=0

3.6.13. Sa se calculeze:

(a+b,b+c,c+a)

Solutie:

Folosind definitia produsului mixt se obtine:

(a+b,b+c,c+;)=(E+El(5xz)x(zx5)]=(a+b bxc+bxa+cxc+cxa]=

= (a,b,c)+ (a,b,a)+ (E,E,E)+ (b,b,c)+ (5,5,5)+ (E,E,E): Z(a,b,c)

In calcul s-a tinut cont de distributivitatea produsului scalar si vectorial fata de
suma vectorilor.

3.6.14. Sa se verifice egalitatea:

laxb)xbxe) _

(a xb,bxz,cx a) (a,

b
b,c

Solutie:

Numaratorul expresiei din membrul stang poate fi privit ca un dublu produs

vectorial (5 X B), l;, c.

(axb)x(bxc)=bllaxbl]-cllaxbb]=bla.b.c)-c(b.a.b)=bla.b.c)
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Numitorul expresiei din stanga este un produs mixt care devine:
(axb.bxc.exa)=(axb|bxc)x(cxa))
In paranteza patrati se reia rationamentul de mai sus:

(axb|(bxc)x(cxa)|=(axb)e|bxca]-allbxc ] = (axb)cla.b.c)- alb.b.c)|=
~(@.b.cfelaxb))=(a,b.cf.

Reconstituind raportul din stanga egalitatii se obtine:

(axb)xlpxc) _blabc) b

(axb,bxc,cxa (E,E,E)z a,b,z)'

§3.7. TEME DE REZOLVAT PENTRU EVALUARE

3.7.1. Fie 4, B doua puncte distincte ale unui spatiu afinreal A, 1 € R, A=+ 1 si

C, D e A definite prin C:LA+LB, D:LA+LB. Daci
1-4 A-1 1+4 1+4
1

E =§C+%D atunci EA = A2 EB.

3.7.2. Fie Ay, Ay, oy Ay € A, A Aoy oo Ay € Reu YA, =0. Sa se arate ca

i=l

vectorul vV = z&iMAi nu depinde de alegerea punctului M € A.

i=l1

m
3.7.3. Punctul M imparte segmentul AB in raportul k = — . Si se demonstreze ci
n
- n — m — .
OM = OA+ OB oricare ar fi punctul O € A.
m+n m+n

3.7.4. Fie G centrul de greutate al triunghiului 4BC si M un punct oarecare. Sa se

demonstreze relatia MA+ MB + MC =3MG .

3.7.5.Fie Ay, Ay, ... Ay € A, A, Ao, ..oy Ay € Raastfel incat Y 4, =A#0.5a
i=1
se arate ca punctul P este centru de greutate al sistemului de puncte {4;, 4,, ..., 4,} cu
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A S, SR
ponderile 7’ dacd si numai daca ZEiPAi =0. Sa se scrie relatia pentru centrul de
i1

greutate al unui triunghi.

3.7.6. Fie 4y, A4,, ..., A, si respectiv By, B,, ..., B, puncte distincte din spatiul afin

1 1
real A, Considerdnd punctele G=—A4 +—A4,+..+—A, si respectiv
n n n
.1 1 1 . rr—dirr— _— == -
G'=—B +—B,+..+—B,, si se arate ca A B +A,B,+...+ A B, =nGG'. In
n n n
particular doua sisteme finite de puncte { 4, 4,, ..., 4, } si { By, By, ..., B, } au acelasi
1 1
centru de greutate cu ponderile —, —, ..., — dacd si numai daca
n n n

B

AB + A,B,+..+ AB, =0

3.7.7. Fie 4, B, C € A trei puncte afin independente. Sa se arate ca daca punctele

P si O impart segmentele orientate AB si respectiv AC in acelasi raport, atunci vectorii

P_Q si B_C; sunt coliniari i reciproc (teorema lui Thales).

3.7.8. Fie 4, B, C trei puncte afin independente si E, F, G punctele ce impart

_— —

segmentele orientate AB, BC si respectiv CA 1in raport cu a, b si c. Si se arate ci o

conditie necesara si suficienta ca punctele £, F, G s fie afin dependente este ca 4, - 4, - 43
= - 1 (teorema lui Menelaus).

3.7.9. Fie 4, B, C trei puncte afin independente, £ (respectiv F) un punct coliniar
cu punctele A si C (respectiv A si B) astfel incat dreptele afine generate de sistemele de
puncte {B, E} si {C, F} sda aiba un punct comun D. Sa se arate cd punctele

X=1A +1D, Y=1E+1F si Z=lB+lC sunt afin dependente (dreaptd
2 2 2 2 2 2

Newton-Gauss).

3.7.10. in spatiul afin canonic R® se considera punctul O( 2, —1, 3) si sistemul de
puncte R={E~=(1,-2,-3),E,=(1,1,-5), E,=(-2,-1,3), E4=(6,1,2)}

a) Sa se scrie reperul cartezian R ' cu originea 1n O, asociat lui R.

b) Sa se determine schimbarea de coordonate la trecerea de la reperul R ' la

reperul R = {0; fi, f2, f3} ,unde f1=(1,2,0), /2=(0,1,2),/3=(2,0,1)
si sd se indice transtatia i centro-afinitatea prin care se realizeazd aceastd
schimbare de reper.

3.7141.Fie a=m+2n , b=m-3n,unde |m|=5, |n]=3
, <(m',n')= % Sd se calculeze:

a) lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe @ si b ;
b) unghiul dintre diagonale;
c) aria paralelogramului determinat de @ si b .
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3.7.12. Fie @ si b doi vectori perpendiculari, cu ||@ | =3, ||6 || = 4.
Sa se calculeze ||(3a —b)x (@ —2b)|.

3.7.13. Fie m, 7, p vectori necoplanari. Sa se studieze liniara
independenta a vectorilor

3.7.14 Fie v =2i +oj + fk . Si se determine « si £ astfel incat v sa
fie perpendicular pe vectorii @=—i+4j+2k si b=3i-3j—k. Si se

calculeze unghiul dintre v si @ +b .

3.7.15. Se dau vectorii v, =aj —bk , v, =—ai —ck , v, =bj —¢j . Si se

calculeze: (v, V,, V3), W x (v, xVy)si v + v, + ;.

3.7.16 Si se determine A astfel incat vectorii v,=i+2j-3k,
v,= 2i —j+2k, v,= Ai — j+k si fie coplanari si si se giseasca relatia de
dependenta liniara.

3.7.17 Sa se calculeze aria si inaltimea din 4 in triunghiul ABC dat
de4(0,1,0),B(2,0,1),C(-1,0,-4).

3.7.18 Sa se calculeze volumul tetraedrului ABCD si Tnaltimea din 4 a
acestuia, unde 4 ( 3,2,-1),B(4,3,-1),C(5,3,-1),D(4,2,1).
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Capitolul 4

GEOMETRIA LINIARA iN SPATIU

In acest capitol vor fi studiate varietitile liniare ale spatiului
punctual euclidian E; = (E3,V3,0) pornind de la diferite moduri de precizare
geometricd a lor. Varietatile liniare de dimensiune unu respectiv doi din
spatiul E; sunt subspatii afine proprii in spatiul afin E; , adica dreptele si
respectiv planele afine.

Un subspatiu afin poate fi determinat fie de o submultime de
puncte ale sale, fie de un punct al sdu si de subspatiul director. Vom porni
de la aceste conditii geometrice §i vom caracteriza algebric dreptele si
planele spatiului E; raportandu-ne la un reper cartezian ortonormat

R(Osi, j, k).
Luand in considerare structura euclidiand a spatiului vectorial
director V3 vom aborda aspectele legate de unghiuri si distante.

Obiective operationale:

4.1. Sa retind principiul geometriei analitice: unei forme geometrice i
corespunde cel putin o ecuatie si reciproc. In cazul nostru unui plan i
corespunde o ecuatie de gradul intai si reciproc.

4.2. Sa poatd scrie ecuatia unui plan si ecuatiile unei drepte in spatiu in
situatiile prezentate.

4.3. Sa fie capabil sa stabileascad pozitiile; punct-plan, punct-dreapta, plan-
plan, dreapta-plan.

4.4. Sa poata calcula distante si unghiuri in geometria liniard (de gradul
intai) din spatiu.

Continutul capitolului:
§4.1. Planul in spatiu
4.1.1. Planul prin trei puncte
4.1.2. Planul printr-un punct, paralel cu doua directii
4.1.3. Planul printr-un punct perpendicular pe o dreapta
4.1.4. Pozitia relativa a doud plane
4.1.5. Pozitia relativa a trei plane
§4.2. Dreapta in spatiu
4.2.1. Dreapta determinatd de un punct si o directie
4.2.2. Dreapta determinatd de doua puncte distincte
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4.2.3. Dreapta ca intersectia a doud plane
4.2.4. Pozitia relativa a doud drepte
§4.3. Unghiuri si distante
4.3.1. Unghiul a doua drepte in spatiu
4.3.2. Unghiul a doua plane
4.3.3. Unghiul dintr-o dreaptd si un plan
4.3.4. Distanta de la un punct la o dreapta in spatiu
4.3.5. Distanta de la un punct la un plan
4.3.6. Distanta dintre doua drepte oarecare 1n spatiu
§4.4. Probleme rezolvate
§4.5. Teme de rezolvat pentru evaluare
§4.6. Bibliografie

§4.1. Planul in spatiu

In E;, spatiul al geometriei euclidiene, un plan este in mod unic
determinat de urmatoarele conditii:

1) trei puncte necoliniare

2) un punct si doua drepte neparalele

3) un punct si o dreapta perpendiculara pe plan.
4.1.1. Planul prin trei puncte

Fie My, M,, M, € E; trei puncte necoliniare (afin independente).
Subspatiul afin 7 < E; generat de punctele M,, M;, M, are ca spatiu
vectorial director un subspatiu de dimensiune doi in spatiul vectorial V3, dat
de

Vo={MM eV, |34, ue R , astfel incat M M =AM M, +uM M, }

Un punct M € rdaca si numai daca M M € V,.




Daca notam cu ¥ = OM , v. = OM,, i=0, 1, 2 vectori de pozitie
ai punctelor M si respectiv My, M, M, in reperul cartezian R (O; i, j, k),

(Oxyz) atunci multimea punctelor planului 7 va fi caracterizat de relatia
vectoriala

F=rR+An-r)+urn-r) , L ueR (1.1)

numita ecuatia vectoriala a planului prin trei puncte.

Daci (x, y, 2), (x5 vi, z)) € R*, i =0, 1, 2 sunt coordonatele punctelor
M si respectiv M;, i = 0, 1, 2 atunci ecuatia vectoriala (1.1) scrisd in reperul
cartezian Oxyz este echivalentd cu ecuatiile

x =X, + A0 —x) + px, —xy)

Y=Yyt A —y) + (¥, = o), A, ueR (1.2)
z =20+ Az = z0) + (2, = 2,)

numita ecuatiile carteziene parametrice ale planului prin trei puncte.
Relatia M M= AMM,+ nM,M, reprezinta conditia de

coplanaritate a vectorilor M M , M M,, M M, echivalenta cu anularea
produsului mixt, adica

(MOM,MOMI’MOMZ):Osau(F_FO’Fl_FO’FZ_FO) (13)

In coordonate carteziene ecuatia (1.3) se scrie sub forma

x y z 1

X=Xy V=Yy Z7Z Xy, zg 1

X=X, Vi—Vo 2z—2,|=0 sau|’ “° " 1=0 (1.4)
x o»n ozl

Xo =X Vo= Vy 237 Z
X, ¥, oz |

numita ecuatie carteziana a planului prin trei puncte.

In particular, punctele 4 (a, 0, 0), B (0, b, 0), C (0, 0, ¢) situate pe
axele de coordonate ale reperului Oxyz determind un plan 7, iar
coordonatele punctelor sale satisfac ecuatia
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xX—a y z

—a b 0/=0,saudupd dezvoltare

-a 0 ¢
LS A A ) (1.5)
a b c

numitd ecuatia prin tdaieturi a planului 7.

Remarca. Conditia necesara si suficientd pentru ca patru puncte Md(x,y; z;),
i =1,4 sa fie situate intr-un plan este

XN 4
X, Vo 24
X3 Vs Z3

Xy Vi 24

=0 (1.6)

4.1.2. Planul printr-un punct, paralel cu doua directii date
Fie punctul M, € E; si dreptele distincte d, d, < E5. Consideram in
punctul M, reprezentantii vectorilor v,(/;, mi, n1) , v, (L, my, ny) paraleli

dreptelor d, respectiv > (fig.2)
Vectorii v, si v,, liniar independenti genereazd subspatiul vectorial

Vo={v eV, |34, ueR,astfel incat v = Ay, + wv, }.

T
/d ,
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Punctul M, € Ej; si subspatiul vectorial V, determina subspatiul afin

bidimensional 7 < E3. Un punct M € = dacd si numai dacd MM e V,,

adicd vectoriit M M , v, si v, sunt coplanari.

Utilizand vectorii de pozitie 7 si 7, corespunzatori punctelor M si

respectiv My, relatia de coplanaritate M (M = Av, + uv, se scrie sub forma
r=r+Av, + uv, (1.7)

numita ecuatia vectoriala a planului printr-un punct, paralel cu doua directii.
Proiectind ecuatia (1.7) pe axele sistemului cartezian de
coordonate Oxyz obtinem:

x=x,+Al +ul
0 1 2 (1.8)
Y=Yy, +Am+pum,

z=zy+An +un, , A peR

numite ecuatiile carteziene sub forma parametrica ale planului printr-un
punct, paralel cu doua directii.

Relatia de coplanaritate a vectorilor MM, v, si v, este

caracterizatd de anularea produsului mixt al celor trei vectori, adica
(r—=r,, v;,v,)=0. Obtinem astfel ecuatia

X=Xy Y=Yy Z2—2,

[, m, n |=0 (1.9)

numitd ecuatia carteziana a planului printr-un punct, paralel cu doua
directii.

Remarci. In particular, ecuatia (1.9) poate fi adaptata si pentru alte situatii
cunoscute din geometria elementara, in care un plan este perfect determinat.
Anume: planul determinat de o dreaptd si un punct nesituat pe dreapta,
planul determinat de doud drepte concurente si respectiv planul determinat
de doua drepte paralele.

4.1.3. Planul printr-un punct, perpendicular pe o dreapta

Primele doua cazuri de determinare a unui plan sunt specifice unui
spatiu afin, planul fiind gindit ca multimea suport a unui subspatiu afin de
dimensiunea doi al spatiului afin E;. Punand in valoare proprietatile oferite
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de structura euclidiana a spatiului vectorial V3, putem caracteriza algebric
punctele unui plan printr-un punct si care sa fie perpendicular pe o directie
data.

Se stie din geometria elementara ca existd un singur plan i numai
unul care trece printr-un punct si este perpendicular pe o dreapta data. Din
punct de vedere algebric acest fapt se exprima in felul urmator: daca V, este
un subspatiu vectorial de dimensiune doi in spatiul vectorial euclidian al
vectorilor liberi V3 atunci exista un unic complement ortogonal V;, subspatiu
de dimensiune unu, care permite scrierea In sumd directd a spatiului
vectorial al vectorilor liberi, sub forma Vs =V, @ V;.

Deci, determinarea planului afin 7 printr-un punct avand ca spatiu
vectorial director pe V, este echivalenta cu determinarea planului
printr-un punct avand directia normalei paraleld cu subspatiul V; ortogonal
subspatiului V,.

Un vector cu directie perpendiculard pe un plan va fi numit
vectorul normal al planului sau pe scurt normala planului.

Fie un punct My (xo, yo, z0) € Ej3 si vectorul nenul N (4, B, C) € V;
in spatiul punctual euclidian E; dotat cu reperul cartezian ortonormat R

051, ], k), (fig.3).

Un punct M(x, y, z) este situat in planul 7, planul prin punctul M,
perpendicular pe dreapta d || N , daci si numai daci vectorul M M este

ortogonal pe vectorul N, adici M M - N = 0. Folosind expresia analitici
a produsului scalar obtinem:

A(x-x0) + By -y0) + C(z-20)=0 (1.10)
numitd ecuatia planului printr-un punct si de normala data.
Prelucraind membrul stang al ecuatiei (1.10) si notdnd cu

D = - (Axo + By + Czj) obtinem:
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Ax+By+Cz+ D=0 (1.11)
numitd ecuatia carteziana generald a unui plan.

Observatii:

1°. Orice plan 7 < Ej este caracterizat intr-un reper cartezian Oxyz
de o ecuatie polinomiala de gradul I in nedeterminatele x, y, z si reciproc.

2°. In ecuatia (1.11) coeficientii nedeterminatelor reprezinti
coordonatele vectorului normal la plan. In consecintd, doud plane ale caror
ecuatii diferd prin termenul liber sunt plane paralele, deci ecuatia

Ax+By+Cz=1 , A€R (1.12)

reprezinti familia planelor paralele din spatiu de normala datda N (4, B, C).
Pentru 4 = 0 ecuatia (1.12) reprezinta ecuatia unui plan prin origine.

3°. Ecuatiile planelor de coordonate. Aceste plane contin originea,
deci A =0 si au ca normale vectorii reperului R (0; 7, j, k), i =(1,0,0), j
=(0,1,0), k =(0,0,1). Obtinem:

z=0  —ecuatia planului xOy
y=0  —ecuatia planului xOz
x=0  —ecuatia planului yOz

4°. Ecuatia normala a unui plan. Sa consideram planul 7 < Es si
punctul M, proiectia originii reperului R (O; i, j, k) pe planul 7. Daci
notdm cu p distanta de la origine la planul 7, cu ¢, £, ¥ unghiurile pe care le
face vectorul OM , cu axele de coordonate atunci putem scrie:

OM, =||OM, |- & =p (cosar i +cosf3j +cosyk ),

lg||=1 < cos’a + cos’B+ cos’y=1

Un punct M (x, y, z) este situat in planul 7 daca si numai daca
vectorii OM, =p cosa i +p cosf}j +p cosyk si MM = OM - OM, =

=(x-pcosa)i + (¥ —pcosP)j + (z—p cosy)k sunt ortogonali, adica
OM, - M,M = 0. In coordonate conditia de ortogonalitate este echivalenti cu:
xcosa+ycosff+zcosy-p=0 (1.13)

numitd ecuatia normala a planului sau ecuatia planului sub forma lui Hess.
In ecuatia (1.13) p € R, reprezinta distanta originii la planul 7 iar
cantitatiile cose, cosf cosy cu proprietatea cos’a + cos’f + cos’y = 1
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reprezintd coordonatele versorului e al directiei normale la planul 7 si vor fi
numite cosinusurile directoare ale directiei e .

Dacd consideram planul 7  dat prin ecuatia generald
Ax + By + Cz +D = 0, avand normala N = (4, B, C) si impartim ecuatia

prin|| N |=+ 4> + B>+ C* obtinem:

Ax+By+Cz+D

++A*+B*+C?

numitd ecuatia normalizata a planului 7 . Alegem semnul "+ sau
dupa cum D este negativ sau pozitiv, intrucat comparand ecuatia (1.14) cu

0 (1.14)

" or

ecuatia (1.13) avem 4 =cosa, B =cos f3,
A+ B*+C? +\A*+B*+C?
C D

=cosy, si termenul liber

=—p, in care
+4 4%+ B>+ C? +4 A%+ B>+ C?

p >0, reprezinta o distanta.
4.1.4. Pozitia relativa a doua plane

Studiul pozitiilor geometrice a doud plane 7, m < Ej:

— plane ce se interesecteaza dupa o dreapta

— plane paralele (strict)

— plane confundate,
se reduce la studiul multimii solutiilor sistemului format cu ecuatiile celor
doua plane.

Sa consideram in reperul cartezian ortonormat R (O; i, j, k )
planele (m): Aix + Biy + Ciz+ D1 =051 (m): Aox + Byy + Coz+ D, = 0.
Al Bl Cl
AZ BZ CZ
4) { Ax+By+Cz+D =0
A,x+B,y+Cyz+D, =0,

Daca notam cu M = ( J matricea sistemului

(1.15)

avem urmatoarele cazuri:
- rang M = 2 sistemul (1 ) este compatibil simplu nedeterminat.
Multimea solutiilor sistemului (1 ) caracterizeaza locul geometric
al punctelor comune celor doud plane, adica dreapta de intersectie a celor
dovaplaned=m N m, .
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-rang M =1 s1i A. = 0 — sistemul (1 ) este compatibil dublu
nedeterminat, adica cele doua plane coincid, 7 = 7.

-rang M =1 si 4. # 0 — sistemul (1 ) este incompatibil. Cele
doua plane nu au nici un punct comun, 7 || 7.

4.1.5. Pozitia relativa a trei plane

in spatiul punctual euclidian J; dotat cu reperul cartezian R
(O; i, j, k) consideram planele:

(7[1)1 Alx +Bly + C]Z +D1 =0
(7[2)1 Azx + Bzy + CzZ + Dz =0
(m3): Asx + B3y + Ciz+ D3=0

Al B 1 Cl
Notdm cu M =| 4, B, C,|, matricea sistemului format cu
A3 B 3 C3

ecuatiile celor trei planuri. Avem urmétoarele cazuri:

a) rang M = 3 < sistemul (1 ) este compatibil determinat.
Solutia sistemului reprezintd coordonatele punctului comun celor trei plane.
Vom spune ca cele trei plane sunt concurente (snop de plane).

b) rang M =2 si A. = 0 < sistemul (I ) este compatibil simplu
nedeterminat. Multimea solutiilor reprezintd coordonatele punctelor situate
pe o dreaptda comuna celor trei plane. Spunem ca cele trei plane formeaza un
fascicul de plane.

Conditiile rang M = 2 si A, = 0 sunt echivalente cu faptul cad o
ecuatie a sistemului (I ) este o combinatie liniara a celorlalte. Daca planele
(m) si (m) determind o dreaptd (d) atunci orice plan prin dreapta de
intersectie este reprezentat analitic ca o combinatie a ecuatiilor celor doua
plane. Ecuatia fasciculului de plane prin dreapta de intersectie a planelor 7
si 7, numita axa fasciculului, este data de

Z(A1X+Bly+ C12+D1) +,U(A2X+Bzy+ CzZ+D2) =0 (116)
ﬂ,,ueR,/ler,uz;éO

Ecuatia Aix+ By + Ciz+ D+ aAx + By + Coz+ D)) =0, x € R
reprezinta ecuatia fasciculului prin dreapta (d) din care lipseste planul 7.
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In particular, axa Ox ganditd ca intersectia planelor xOy si xOz,
determina fasciculul planelor prin Oz caracterizat de

Jy+12=0 (1.17)

c)rang M =2 si A. # 0 < sistemul (I ) este incompatibil. Doua
plane se intersecteazd dupa o dreapta, al treilea plan fiind paralel cu dreapta
de intersectie a primelor doua plane ( planele formeaza o prisma)

dyrang M=1s1 A, = A, =0 < sistemul (I ) este compatibil
dublu nedeterminat. Cele trei plane sunt confundate.

e)rang M =113 A, # 0 < sistemul (1 ) este incompatibil.

Planele sunt paralele (strict sau doua pot fi confundate).

§4.2. Dreapta in spatiu

Fie R (O; i, j, k), un reper cartezian ortonormat in spatiul
punctual euclidian E; = (E3, V3, ¢). Oricarui punct M € Ej; 1i putem asocia
vectorul de pozitie 7=OM =xi + yj+zk, unde terna (x, y, z) € R’,

coordonatele vectorului OM 1in baza {i, j,k } vor fi numite coordonatele

punctului M.
In spatiul geometric E3;, o dreaptd este unic determinata de
urmatoarele conditii:

- un punct si de o directie data
- doud puncte distincte
- intersectia a doud plane

4.2.1. Dreapta determinata de un punct si o directie

Fie un punct M, € Ej; si vectorul nenul v € Vi. Vectorul nenul v
genereaza subspatiul vectorial unidimensional V, = {u €V /u =Av,\ € R}.

In aceste conditii subspatiul afin ce contine punctul M, si care
admite pe V | ca spatiu director va avea drept multime suport dreapta (d) ale
carei puncte sunt date de

d={MeE,| MM €V,}.

-
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fig. 1
Conditia MM €V  are loc daca si numai dacd 34 € R asa incat

MM = Av . Scriind M,M = r —7, obtinem

F=7 +Av, AeR (2.1)

numitd ecuatia vectoriala a dreptei (d) prin punctul M, avand directia data
de vectorul v.
Dacd proiectam relatia (2.1) pe axele reperului cartezian

R(O.7, ],k ) obtinem:

x=x,+A
y=y,+Am (2.2)
z=zy+An, A€R

numite ecuatiile parametrice ale dreptei d prin punctul My(xo, yo, zo) avand
directia data de vectorul v =1i + mj + nk .
Vectorul v = (I, m, n) € V3 va fi numit vectorul director al dreptei (d)
iar coordonatele /, m, n € R vor fi numite parametrii directori ai dreptei (d).
Daca vectorul director este versorul e, care formeaza unghiurile «,
p, v cu axele de coordonate Ox, Oy, Oz, atunci parametrii directori: cosea,
cosf, cosy, coordonatele versorului e, se vor numi cosinusurile directoare

ale dreptei (d).
Cosinusurile directoare ale unei directii in spatiu satisfac relatia

cos’a + cos’B+ cos’y =1

Observatie: ecuatiile (2.1) sau forma echivalentd (2.2) guverneaza miscarea
rectilinie i uniforma a unui punct material.
Eliminand parametrul A din ecuatiile (2.2) se obtin ecuatiile:

x—xozy—yozz—zo’ (23)

/ m n

numite ecuatiile carteziene canonice (sub forma de rapoarte) ale dreptei d
prin punctul Moy(xo, o, o) $1 cu directia data de vectorul v = (I, m, n)

Observatie: ecuatiile canonice se scriu si cand unul sau doi parametri
parametrii directori sunt nuli, convenind 1n acest caz ca numaratorul
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corespunzdtor este nul si ca ecuatiile sunt date efectiv de egalarea
produsului mezilor cu produsul extremilor in proportiile formate.

4.2.2. Dreapta determinata de doua puncte distincte

Fie M, M, € E; doud puncte distincte. Subspatiul afin generat de
aceste puncte va avea ca spatiu vectorial director subspatiul

unidimensional V| < V; dat de
Vi={MM €V; |31 eRastfel iIncit M M = MM, }
fig. 2
M

M,
M,

0

Cu alte cuvinte un punct M € FEj3 apartine multimii suport a
subspatiului afin generat de punctele M, si M>, adicd M este situat pe dreapta

prin cele doua puncte, daca si numai daca vectorii MM si M M, sunt

coliniari. Astfel, multimea punctelor dreptei prin M, si M, va fi caracterizata
de relatia vectoriala

F=(-A)+ 5, AeR 2.4)
sau
(F—r)x(r—-r)=0 (2.4)

numitd ecuatia vectoriala a dreptei prin doud puncte.
In reperul cartezian R (O; i, j, k), considerdind M(x, y, z) ,
Ml(xl, Vi, Z]) sl Mz(Xz, V2, Zz), vom ob‘;ine:
x=(1-A)x, + Ax,

y=>1-D)y + 4, (2.5)
z=(1-A)z,+4z, , A€R

numite ecuatiile parametrice ale dreptei prin doua puncte.
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Observatie: Pentru A € (0, 1) ecuatiile (2.5) ne procurd multimea punctelor
de pe dreapta (d) cuprinse intre punctele M; si M, iar pentru 4 € R\ [0, 1]
obtinem punctele dreptei (d), puncte exterioare segmentului M,M,. Pentru

A :% obtinem coordonatele mijloacelor segmentului M M,.

Eliminarea parametrului A € R in ecuatiile (2.5) sau impunand
proportionalitatea coordonatelor a doi vectori coliniari, obtinem

X=X — Y=-W — zZ-z (26)

Xo =X Vo=V Z—Z4

numite ecuatiile carteziene sub forma canonica ale unei drepte prin doua
puncte.

4.2.3. Dreapta ca intersectie a doua plane

Se stie din geometria elementard cd doud plane neparalele se
intersecteaza dupa o dreapti (d). In paragraful precedent aceasti situatie
geometricd este caracterizatd analitic de un sistem de ecuatii liniare
compatibil nedeterminat, format cu ecuatiile celor doua plane. Astfel,
ecuatiile sistemului

{A1x+Bly+Clz+D1 =0 @7

Ax+B,y+C,z+D, =0

vor fi numite ecuatiile dreptei (d) datd de intersectia a doua plane.
O solutie (xo, 10, zo) a sistemului (2.7) va caracteriza un punct al

dreptei (d) iar vectorul v=N,xN,, unde N,=(4,B,,C) si

N, =(4,,B,,C,) sunt normalele celor doud plane ce determind dreapta (d).
Observatie: Ecuatiile carteziene (2.3) si (2.6) ale unei drepte in spatiu pot fi
interpretate ca un sistem de doud ecuatii liniare, adica dreapta (d) gandita ca
intersectia a doud plane.

4.2.4. Pozitia relativa a doua drepte

Fie dreptele (d)) si (d>) date de ecuatiile
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1 m, n

(dz) X=X, — Y= — Z—Z
L m, n,

(dl) X=X — Y= _Z—Z
/

Considerdm vectorii v, = (I, mi, m), v, = (L, my, ny) — vectori

directori ai dreptelor (d;) respectiv (d>) si vectorul W , unde
M(x1, y1, z1) € d respectiv Ma(x2, V2, 22) € da.

Avem cazurile:

a)daca (v, v,, MM, ) # 0 —dreptele (d,) si (d>) sunt necoplanare
sau drepte oarecare in spatiu (stramb agezate in spatiu)

In acest caz existd o directie comuna normald unica pe cele doua
drepte, data de v=v,xv, si deci o unica dreaptd care se sprijind pe cele
doud drepte avand directia v (fig. 3), numitd perpendiculara comuna a
dreptelor (d)) si (db).

fig. 3

Perpendiculara comuna (d) este data de intersectia planelor 7 si m;
7 - planul prin dreapta (d,) paralel cu v si m - planul prin (d>) paralel cu v .
Ecuatiile perpendicularei comune sunt:

X=X Y-y zZz—z

A m, n =0
/ m n
(2.8)
X=X, V=), Z74
[, m, n, =0
[ m n
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unde (/, m, n) = v= v, XV,
b) daca (v,, v,, M,M, ) =0 — dreptele (d,) si (d>) sunt coplanare
bi) v, # AV, - drepte concurente
by) v, = AV, - drepte paralele (strict)
bs) v, =A¥, si MM, =¥, - drepte confundate

§4.3. Unghiuri si distante

Fie (d) o dreaptd 1n spatiul punctual euclidian E3. Pe dreapta (d) se
pot stabili doud sensuri de parcurs. O dreapta (d) impreuna cu o alegere a
unui sens de parcurs se numeste dreapta orientatd.

Daca v este vectorul director al dreptei (d), atunci vom alege
sensul de parcurs pe dreapta sensul lui v (sens pozitiv).

Fie planul 7 — E3 avand vectorul normal N . Planul are doui fete
iar alegerea unui sens pe dreapta normald este echivalenta cu alegerea unei
fete a planului. Un plan 7 Tmpreund cu o alegere a sensului pe normala se
numeste plan orientat. Vom alege sensul pe normald sensul dat de vectorul

N.
4.3.1. Unghiul a doua drepte in spatiu

Fie dreptele (d)) si (d>) orientate de vectori directoriv, = (I, my, n;)
si respectivv, = (L, my, nz).

Prin unghiul dreptelor (d)) si (d2) vom intelege unghiul ¢ € [0, 7],
unghiul dintre vectorii v, i v,, dat de

Ll, + mm, +nn,

2 2 2 2 2
\/ll +m, +n12~\/12 +m,” +n,

(3.1)

cosp =

In particular avem:

d | d & V'V, =0< LiLtmmytnin, =0
_ = L m n
d|devxy=0ct="d=—L
L, m, n

4.3.2. Unghiul a doua plane
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Fie planele neparalele 7 si m, date de

(7[1) A1X+Bly+C12+D1=O
(m) Ax+By+Cyz+Dy=0

In geometria elementara unghiul a doud plane neparalele este
definit ca fiind unghiul diedru al celor doud plane. Acest unghi este

congruent sau suplementar cu unghiul vectorilor N, =(4,,B8,,C,) si
N, =(A4,,B,,C,), vectorii normali planelor 7; respectiv 7.

Acceptam ca unghiul diedru determinat de planele orientate 7 si
si fie masurat prin unghiul dintre N ; si N , . Acest unghi este dat de

A A4, + BB, +CC,
JAZ+B2+C? -4} + B +C)

cosQ = (3.2)

in particular 7y | m <> A1A>+B1B+C1C, =0

4.3.3. Unghiul dintre o dreapta si un plan

Unghiul dintre o dreaptd si un plan este definit in geometria
elementara ca fiind unghiul dintre dreaptd si proiectia ortogonala a acesteia
pe plan.

Fie dreapta (d) orientatd de vectorul director v = (I, m, n) si palnul

7 orientat de normala N = (4, B,C) (fig. 5)

fig. 5
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Unghiul ¢ € [0, %] dintre dreapta (d) si planul 7 este legat de

unghiul &, unghiul vectorilor ¥ si N, prin relatiile 8 = % + ¢ ,deci
singp =xcosd .Astfel obtinem :
sing = [VN| |IA+mB+nC | (3.3)

IVI-INT AP +m?+n® A+ B+ C
In particular:

dlr < VN =0& IA+mB+nC=0,
dlze Vxﬁzﬁcizﬂzi.
a B C

4.3.4 Distanta de la un punct la o dreapta

Reamintim cd distanta dintre doud submultimi S; si S, intr-un
spatiu metric este data de o ( S, S2) = inf {S( M, My) | M, € S, My € S»}.

In spatiul punctual euclidian E; dotat cu metrica euclidiana distanta
dintre doua submultimi se reduce la distanta dintre doua puncte. Astfel,
distanta de la un punct la o dreapta este datd de distanta dintre punct si
proiectia ortogonald a acestuia pe dreapta (fig. 6)

-1

A -7

fig. 6

Fie dreapta (d) prin punctul M,, orientatd prin vectorul director v,
punctul A4 exterior dreptei si A’ proiectia acestuia pe dreapta (d).
Determinand punctul 4’, ca intersectia dreptei (d) cu planul prin 4 ortogonal
dreptei, obtinem ¢ (4, d) = 6 (4, A"). Altfel, construind paralelogramul

determinat de vectorii M A si v, obtinem

[V xM Al

6(4,d)=06(4,4") = -
1Vl

(3.4)
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4.3.5. Distanta de la un punct la un plan

Distanta de la un punct M, la un plan (7) Ax + By + Cz + D =0 este
datd de distanta dintre punctul My(xo, vo, zo) si punctul M’ (x', ), Z),
proiectia ortogonald a acestuiape planul 7.

Determinam coordonatele (x', ', z') ale punctului M ', rezolvand
sistemul format de ecuatia planului si ecuatiile dreptei prin punctul M,
ortogonala pe plan, adica:

Ax+By+Cz+ D=0

x=x,+ A4 3.5)
y=y,+4B '

z=2z,+AC

Parametrul pe dreapta corespunzator punctului M ', notat cu A', este
dat de
Ax,+ By, +Cz,+ D

=
A*+B*+C°

si obtinem

S(Mo, M) =\(x' =x,)* + (' = 3,)° +(2' = 2,)} = VAP A" + B A" +C* A" =
= |AN4*+B*+C?
iar distanta de la punctul M, la planul 7 este datd de

|Ax, + By, +Czy + D
NA&+ B +C?

5 (Mo, 7) = (3.6)

Observatie: Distanta de la un punct M, la un plan 7 se obtine luand
modulul expresiei obtinute prin inlocuirea coordonatelor punctului dat in
membrul stang al ecuatiei normalizate a planului.

4.3.6. Distanta dintre doua drepte oarecare in spatiu

Fie dreptele oarecare in spatiu
(dl) X=X — Y=N — Z—z
l, m, n
(d2) X=X — Y= — )
L, m, n,
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Fie (d) perpendiculara comund a dreptelor (d;) si (d») iar P,
respectiv P, punctele de contact ale acesteia cu (d;) respectiv (da).

Construim paralelipipedul determinat de vectorii MM, =

= (x2-x1, Y2-y1, 22-21), ¥, = (i, my, m) $1 v, = (Lo, ma, no). (fig. 7)

fig. 7

Distanta dintre dreptele (d)) si (d2) este datd de distanta dintre
punctele de contact ale perpendicularei comune cu cele doua drepte, distanta
ce reprezinta Tndltimea paralelipipedului construit. Astfel, obtinem

|(‘_}1a‘727M1M2)|

V%%, |

5(d1,d2):5(P1,P2):

(3.7)

§.4.4. Probleme rezolvate

4.4.1. Sa se scrie ecuatia unui plan:
a). paralel cu planul xOy si care trece prin punctul A(2,-5,3)
b). care trece prin axa Oz si prin punctul B(-3,1,-2)
¢). paralel cu Ox, care trece prin punctele M;(4,0,-2) si Mx(5,1,7)
Solutie:
a) Orice plan paralel cu planul xOy are ecuatia z = a, deci planul
cerut este

z=3.
b) Ecuatia unui plan care trece prin axa Oz este Ax+By = 0.
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Punand conditia sa treacd prin punctul dat rezulta:
(P):x+3y =0.
¢) Ecuatia unui plan paralel cu Ox este
(P):By+Cz+D=0.
Din conditiile ca sa treacd prin M; si M, obtinem:

0eB-2C+D=0 | D=2C .
deci atunci(P):9y-z-2 =0
Bel+(Ce7+D=0 B C

4.4.2 Sa se scrie ecuatia planului paralel cu planul 3x-y+z-6 = 0 si

care trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M;(1,3,2) si
M2(1:'59'4)

Solutie:

Coordonatele mijlocului M al segmentului M;M, sunt:

X _le +XM2 -1
M T 2 -

Yu, T Vu,
=Ty

- _ZM1 +ZM2 —
yw=————=

2

Normala la planul cdutat este aceeasi cu normala la planul (P),
adicda N,=N=3i—-j—-k

Ecuatia planului cautat devine:

(P1):3(x-1)-1(y+1)+1(z+1)=0. Respectiv
(P1):3x-x+z-3=0.

4.4.3. Se da un tetraedru ABCD definit de punctele A(3,0,0).

B(2,4,0), C(-3,-1,0). D(0,0,5) si se cere sa se scrie ecuatiile fetelor
tetraedrului.

Solutie:

Pentru determinarea ecuatiilor fetelor tetraedrului se va folosi
ecuatia de plan determinat de trei puncte:
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Introducand coordonatele punctelor corespunzdtoare se obtin
ecuatiile fetelor:

x y z 1
(4BO) 500 0 tiv, (ABC) 0
: =0 respectiv, :z=0.
2 4 01 P
-3 -1 0 1
x y z 1
30 01 .
(ABD): e =0 respectiv, (ABD): 20x + 5y + 12z— 60 = 0.
0 0 51

Analog rezulta ecuatiile:
(BCD) :5x-5y-2z+10=0
(ACD) : 5x - 30y +3z—15 = 0.

4.4.4. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin mijlocul
segmentului M;M; unde M;(1,-1,2) si M,(4,-3,1), este paralel cu dreapta

(D): x;l = yT+1 =% si este perpendicular pe planul (P) : x-2y—-z—-1=0
Solutie:

Mijlocul M al segmentului M;M; are coordonatele M(%,—Z,%)

Deoarece (P)L(P;) rezulta ca normala la planul (P;) ﬁl este un
vector continut in planul (P).
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N, =i-2j—k.
Deoarece dreapta (D)II(P) vectorul director al dreptei u=2i+ 3} +k este si
el continut in planul (P).

Deci planul (P) este determinat de un punct si doud directii
neparalele.

Ecuatia planului este de forma:

5 3
X—— y+2 z——
2 7 2
(P):| 2 3 1 |=0 respectiv
1 -2 -1

P):x-3y+7z-19=0.

4.4.5. Se dau punctele A(3,-1,3), B(5,1,-1) si C(0,4,-3). Se cer
ecuatiile carteziene, parametrice si vectoriale ale dreptelor AB si AC.

Solutie:
Vectorul director al dreptei AB este:
AB = (xg-xa)i H(yp-ya) j Hepza)k =2i+2 j-4k

Ecuatiile sub forma de rapoarte ale dreptei AB:

x-3 y+1 z-3
2 2 -4

Se poate considera vector al dreptei AB:

u:;+;—2z.

Ecuatiile parametrice ale dreptei AB se obtin prin egalarea rapoartelor
ecuatiilor carteziene cu parametrul t si rezulta:

x=3+t¢
y=-1+¢t, teR
z=3-2¢

Ecuatia vectoriald a dreptei AB este de forma:
r=r,+tu, unde r,=0A4=3i—j+3k

Se obtine:
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r=G+t)i+(-1+1)j +(3-21)k.

Analog:
AC:X_3:y+1:Z_3
-3 5 -6
x=3-3¢
AC:qy=—-1+5t , teR.
z=3-06t

AC:r=(3-3t)i+(=1+5¢)j + (3 - 61)k.
Vectorul director al dreptei AC este:
v=-3i+5)—6k.
4.4.6. Sa se scrie ecuatiile sub forma de rapoarte si parametrice ale
dreptei
2x-y—-z+3=0

{x+4y—52—3=0
Solutie:
Dreapta (D) este data ca intersectie de doua plane (P;) si (P2).

Vectorul director al dreptei (D) este v= ﬁl X E, unde ﬁl si E
sunt normalele la cele doua plane.

ik
Obtinem: v=2 -1 -1 :9(f+;+%)
1 4 -5

Se poate considera ca vector director al dreptei (D);' =i+ ; +k.

Un punct care verificd ecuatia dreptei este M(-1,1,0). Ecuatiile sub
forma de rapoarte ale dreptei ce trece prin M si de vector director V' este:

x+1 y-1 =z
D)i——=——=—
() 1 1 1
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Egaland rapoartele din ecuatiile de mai sus cu parametrul t se obtin ecuatiile
parametrice ale dreptei de forma:

x=t-1
y=t+1 , teR.

z=t

4.4.7. Consideram planul (P):3x+5y-2z-6=0 si dreptele
x+3 y-7 z+2
(DJ: = =

4 -6 3
x-1 y-21 z-3 .
D,): = = 1
(2) 1 1 4 $
x+2 y+1 z+4
DQ: = =
3 5 -2

Sa se arate ca:

a). (D)) intersecteaza planul (P), determinandu-se coordonatele
punctului de intersectie si valoarea unghiului o =< (D1 ,P )

b). (D») este paralela cu planul (P).

¢). (D3) este perpendiculara pe planul (P), aflandu-se coordonatele
punctului de intersectie.

Solutie:

a) Coordonatele punctului A de intersectie sunt solutiile sistemului

3x+5y—-2z-6=0
x+3_y—7_z+2:>A(g;%;%).
4 -6 3
ng o N _li-6j+3kf3iesj-2k) 24 _ —24
AN V16+36+949+25+4 61438 /2318

=>a= arcsin(

—24 j
V2318 )

115



b) Pentru ca (D) sé fie paralela cu planul (P) trebuie ca vectorul
director v, =i+ j + 4k al lui (D») sd fie perpendicular pe normala
N =3i+5j—2k laplanul (P).
v-N=3+5-8=0=(D,)L(P)

¢) Pentru ca (Ds) sa fie perpendiculara pe planul (P) trebuie ca
vectorul director v, =3i+5; —2k al lui (D3) sa fie coliniar cu normala

N =3i+5j—2k laplanul (P).

k
~2/=0=(D;)L(P).
-2

vx N =

W W ~.
(T NV |

Punctul de intersectie B dintre (Ds) si (P) are coordonatele solutii
ale sistemului:

3x+5y-2z-6=0 B
x+2_y+l_z+4:>B£ Y7 170)

3 5 -2
4.4.8. Se dau planele
(P):x+2y+4z-1=0,
(Py):2x+4y+8z2-9=0,
(P3):2x+y—-z+10=0si
(Py):x+y+z-2=0.

38’38 38

Sa se arate ca:
a) (P) | (P).
b) (P3)L (P)) si sa se determine ecuatiile dreptei de intersectie,
c) sa se determine ecuatiile dreptei de intersectie dintre (P4) si (P;)

si sa se calculeze unghiul dintre cele doua plane.

Solutie:

a) Pentru ca (P,) || (P)) trebuie ca normalele celor doud plane sa

fie coliniare.
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VI=E+2;+4%

N, =2i+4)+8k

N, xN, = 0=(p)(7)

() —_— L

A~ N~

o
Il

b) Pentru ca (P3)L(P;) trebuie ca normalele celor doua plane sa

fie ortogonale.

NN, =(i+2j+ak)f2i+j-k)=2+2-4=0=(P,)L(R)

Dreapta de intersectie (D) dintre (P;) si (P3) se scrie ca intersectie de
doua plane:

x+2y+4z-1=0
{2x+y—z+10=0
c) Dreapta de intersectie (D;) dintre (P;) si (P4) se scrie ca
intersectie de doua plane:
_{x+2y+4z—1 =0

(Dy):

Unghiul dintre (P;) si (P4), cu normalele ﬁl si E este:

xX+y+z-2=0

N,-N, _li+2j+akli+j+k) 7 B [Lj
HFIIHT:H_ Jrariedieiel o3 o Je3)

4.4.9. Se da triunghiul cu varfurile A(1,1,1), B(2,3.,4) si C(-1,0,3).
Sa se calculeze lungimile Tnaltimilor triunghiului.

cosa =

Solutie:

Lungimile indltimilor sunt distantesle de la varfuri la dreptele
determinate de varfurile triunghiului (luate doud cate doud).

Vectorii de directie ai laturilor triunghiului sunt:
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a=f+2}+3§
Ve =-2i—j+2k

Vee =—3i-3j—k

Lungimile indltimilor sunt:

ik
-1 -2 -3
h _HBAXVBC 73 73 - Ja9ve4+9 122
Y e Vo+9+1 J19 19
Analog:
AB X ¢ 122
hB: p— 19 N
Vac
ACxvye 122
hC: = 19 .
\%

4.4.10. Sa se determine ecuatiile perpendicularei coborate din
punctul M(1,-1,-2) pe dreapta:

2 1 -1

cat si simetricul punctului M fatd de dreapta (D).

(D):x+3:y_—1 z

Solutie:

Ecuatia planului care trece prin M si este perpendicular pe dreapta
(D) este :

P):2x-1H)+1(y+1)-1(z+2)=0.
Intersectia dintre dreapta (D) si planul (P) este:
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1
xX=—=
3
x=2t-3 7
=t+1 Y=3 _
Y deci 3 =4 —l,z,—4
z=—t L4 3’373
202t —4)+t+2—(-1+2)=0 3
4
t=—
3

Dreapta perpendiculara pe dreapta (D) ce trece prin punctul M este
dreapta determinata de punctele A si M.

1+l —1—Z —2+ﬂ
3 3 3

(D'):X—l_ y+1 z+2

2 -5 -1

Intersectia dintre dreapta perpendiculard (D’) si dreapta data (D) este

punctul A(— %,%,—gj care este mijlocul segmentului format de M si

(D,):x—l _y+l_z+2

simetricul sau M’.

Din x, :w rezulta:

1 5
Xy =2x, =X, =2+ == |=1=-=,
M 4 M ( 3j 3

7 17
=2y, vy =2 o |tl=—,
Yu Vi~ Vu [?J 3

Zyp =22,= Yy :2-[gj+1:%.
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Coordonatele simetricului sunt:

4.4.11. Sa se afle simetricul punctului M(-1,2,0) fata de planul
P):x+2y—-z+3=0.

Solufie:

Dreapta perpendiculara pe planul (P) care trece prin punctul M are

vectorul director paralel cu normala N la planul (P).

(D):x—l(—l)zy;2 _ z_—lO.

Intersectand dreapta (D) cu planul (P) se obtine punctul care
reprezintd mijlocul My al segmentrului format de punctul M si simetricul
sau M’.

Coordonatele lui My sunt date de sistemul:

x=t-1 x=t-1 x=-2

=2t+2 =2t+2 =0
4 -7 =17 = M,(-2,0,1)
z=—t z=—t z=-1

x+2y—z+3=0 t—1+4t+4+1t+3=0 t=-1

Coordonatele simetricului:
X =2Xp-xm=-4+1=-3
y=2x0-2=-2
z=2
Prin urmare M’(-3,-2,2).

4.4.12. Se da planul (P) : x +y+z—-3 =0 sidreapta
(p).X=t_y*l_z

1 2 3
Sé se determine:
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a) ecuatia proiectiei (D) a dreptei (d) pe planul (P).
b) ecuatia (D’’) a simetricei dreptei (D) fata de planul (P).

Solutie:

(D)

M;

=

M| ¥ M, (D)

(D)

a) Punctul My de intersectie dintre dreapta (D) si planul (P) are
coordonatele solutii ale sistemului:
3
2
3.3
=>y=0=>M,=,0,—|
y 0 ( > 2)

x=t+1 X =
y=2t-1
z=3t
x+y+z-3=0

Dreapta (D’) se obtine din intersectia dintre planul (P) si un plan (P’)
perpendicular pe acesta care contine dreapta (D) (trecand prin My).
Ecuatia lui (P’) este ecuatia unui plan trecand printr-un punct My si dat de

doua directii neparalele N si v, de forma:
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(P):| 1 1 1 |=0, respectiv

(P):x-2y+z=0.
Ecuatiile dreptei (D’) devin:
+y+z-3=0
(p): 0T .
x=2y+z-3=0
b) Un alt punct M; e (D) este M(1,-1,0). Proiectia lui pe planul (P)

este M’ cu coordonatele solutii ale sistemului:

x+y+z-3=0

x—1 y+1 z,respectiv M’(2,0,1).

1 1 1

Simetricul M", al punctului M; fatd de planul (P) are coordonatele:
Xy, =2Xyp0 =Xy =3

Y =1 , adicd M",(3,1,2).

Zyp, =2

Dreapta (D' ), simetrica lui (D) fata de planul (P) are ecuatia
determinata de punctele My si M", de forma:

3 3

X—— 0 %7,
(D"): % PAu %, respectiv

2 2

3 1 1
4.4.13. Fie panele (P)) : x+y+z-1si(Py):2x—-y+z-5=0.

Sé se determine ecuatia planului (P3) simetricul planului (P;) fata de
planul (Py).

( ,,):2)(—3:)1_22—3
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Solutie:

Dreapta de intersectie (D) dintre planele (P) si (P,) are ecuatiile:
{x +y+z-1=0

D): .
( ) 2x—y+z-5=0

Vectorul director al dreptei (D) este v= ﬁl X E , adica:

i J k
v=l 1 1 :+22+;—3%
2 -1 1

Un punct My al dreptei (D) este My(2,-1,0).
Un alt punct M, al planului (P;) este M;(1,1,-1).

Proiectia lui M; pe planul (P;) este punctul M, cu coordonatele
solutii ale sistemului:

2x—y+z-5=0 g1 1
x—1 y-1 z+1 respectisz(g,g,——J.
2 -1 1
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Simetricul M3 al punctului M; fata de planul (P,) are coordonatele:

X 2x X —E— —E
M M M, 3 3
1 2 ) 13 22
=———1=-= respectiv.- M| —,——,— |
1 2
z, =——+1=—
M, 3 3

Ecuatia planului (P3), simetricul planului (P,) fata de (P»), se scrie ca
ecuatia unui plan trecand prin My si de doua directii neparalele v si M M, :

x=-2 y+l1 =z
(R):| 2 1 =3]=0 respectivx—5y—z—7=0.

z 12

3 3 3

4.4.14. Sa se determine un plan care trece prin intersectia planelor:
(P):x+5y+z=0si (P):x—z+4=0

si care formeaza cu planul (P3) : x - 4y - 8z + 12 = 0 un unghi de

o . T
masura —.
4

Solutie:

Planul (P) care trece prin intersectia planelor P; si P are ecuatia
(P,): P+ AP, =0 adica

(P)):x+5y+z+AMx—-z+4)=0
(Py) : (1+0)x + 5y + (1-A)z+ 41 =0

Pentru ca planul (P,) si (P3) s formeze un unghi de masura %

trebuie ca normalele celor doua plane sa formeze unghiul cerut, adica:
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r 1 1 1-(1+2)-4-5-8(1- 1)
COS—=—=—==

42 V2 \/1+42+82.\/(1+}L)2+52+(1—/1)2
27424 =2(A-3)

274222 =22 —121+18

124 =18-27
a=-3
4

P):x+20y+7z-12=0

4.5. §STEME DE REZOLVAT PENTRU EVALUARE

451.Sedau 4 (3,1,0),B(2,1,-1), C(3,2,1). Sa se scrie
ecuatia unui plan:
a) care trece prin 4, B, C;
b) care trece prin B si este paralel cu xOy;
c) care trece prin C si contine axa Oz;
d) care trece prin B, C si este paralel cu Oy.

4.5.2. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul M ( 2, 0, 1)
si este perpendicular pe planele (P):x+y+z=0 si (P2):x-2y+3z=1.

4.5.3. Sa se scrie ecuatia unui plan paralel cu planul (P)x +y+z=3
si care trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M; ( 1, 3, 2) si
M(-1,3,4).

4.5.4. Sa se determine ecuatia planului care trece prin M ( -1, 1, 0) si
taie pe axele de coordonate segmente proportionale cu numerele 2, 3, 4.

x=-2+3Au—-4v
4.5.5. Fieplanul { y=1-2u+ v
z=1—pu+Av

Sa se gaseasca A si u astfel incat planul sa fie ortogonal pe vectorul
v (1,7, 11). Sa se scrie ecuatia generald a planului.
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4.5.6. Fie triunghiul 4, B, Ccu 4 (0,2,0),B(3,2,1),C(0,1,2).
Sa se scrie ecuatiile:
a) Inaltimii din 4;
b) medianei din B;
c) mediatoarei laturii AB.

4.5.7. Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin M (1,-1,1) si este
paralela cu dreapta de intersectie a planelor (P1)x +y=3 i (P)x-z=1.

4.5.8. Un mobil M se deplaseaza in spatiu pe traiectoria datd de

x=2t+1
y=-t
z=t+3

Sa se determine momentul ¢ la care mobilul se afla in planul
x +y + z=0 si sa se scrie ecuatiile carteziene ale acestei traiectorii.

4.5.9. Gasiti a, f € R astfel incat dreapta X # =§
a
continuta in planul x —z =0 si sd treacd prin M ( 1, 1, 1).

sa fie

4.5.10. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin M, ( 2, -1, 1) si
este perpendicular pe dreapta definitd de planele (Py) : x +2y+2z+2=0si
(Pr):x-y+z+1=1.

4.5.11. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin mijlocul
segmentului M ( 1, -1, 2), N ( 4, -3, 1), este paralel cu dreapta
XT_1=yT+1=z si perpendicular pe planul x — 2y —z -1 =0.

4.5.12. Sa se scrie ecuatiile dreptei continute in planul (P) x + 3y+2z-2 =
0, care se sprijind pe dreapta x =y = z si este paraleld cu planul 4x—-y—-z—-3 =
0.

x—1 y+1 z-2
3 5

4.5.13. Sa se scrie ecuatiile proiectiei dreptei

pe planul 3x—-2y+z—-4=0.

4.5.14. Sa se scrie ecuatia unui plan paralel cu planul (P) 3x+ 5y +z
=0 care trece prin punctul M ( 2,0, 5).
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4.5.15. Sa se scrie planul care trece prin 4 ( 3, 1, -2) si care contine
x-4 y+3 z

dreapta 5 T
4.5.16. Fie punctul M ( 2, 1, 0) si planul (P) 2x + 2y + z=1. Sa se
determine:
a) proiectia lui M pe plan;
b) simetricul lui M fatd de plan;
c) distanta de la M la (P).

4.5.17. Fie dreapta (d) XT_I =y_—12 =§ si planul (P) 2x -y +z=0.
Sa se determine proiectia dreptei (d) pe planul (P).

4.5.18. Sa se scrie ecuatia unui plan care trece prin dreapta
x-1_ y-1 z-2

si care este perpendicular pe planul x +y + 2z =0.

0 1 2
. . . X y z
4.5.19. Calculati unghiul pe care il face dreapta (d) : 0373
si planul 2x+2y—z-3=0.
4.5.20. Sa se determine unghiul dintre planele x+y+2z=
I, 2x—y+2z=3.
4521 Sa se arate ca dreptele (d)): x_—21=§=§ si

x+1 y—-1 z+1
dy): = =
(d2) 5 3

dintre ele.

4.5.22. Sa se determine simetricul planului 2x + y — 2z = 1 fata de
planulx +y +z=0.

sunt oarecare in spatiu si sd se determine distanta
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Capitolul 5

TRANSLATIA S| ROTATIA REPERULUI CARTEZIAN

in prima parte a cursului, referitoare la algebra liniara, s-a
vazut ca izometriile pe un spatiu vectorial sunt functii surjective
care pastreaza distanta euclidiana ; orice izometrie f=T oSunde
T este o translatie, iar S este transformare ortogonala. in
E3 izometriile de baza sunt rotatia, simetria in raport cu un plan,

simetria n raport cu un punct si translatia. Fie f=T oS o izometrie

determinat& de reperele {O,i,j,k}si { |]R} Izometria f se
numeste pozitiva (deplasare) daca baza ﬁ]E} este orientata
pozitiv si negativa (antideplasare), in caz contrar. Principalele
izometrii pozitive sunt : translatiile, rotatiile si simetria in raport cu o
dreapta, iar principalele izometrii negative sunt : simetria in raport

cu un plan si simetria in raport cu un punct.
In continuare se vor aborda izometriile pozitive.

Cele mai importante izometrii pozitive, care au aplicabilitate
in ceea ce face obiectul acestei carti, sunt translatia si rotatia. Se
va considera spatiul euclidian E3 si in acesta, repere ortonormate.

Definitia 5.1. Se numeste translatie a reperului cartezian
Oxyz de vector liber v, deplasarea T a reperului R =Oxyz astfel

b ) H H

ca axele noului reper R'=0’x'y’z’ sa fie paralele si de acelasi sens
_)
cu cele ale reperului Oxyz, iar OO'eVv.

Observatia 5.1. 1) Translatia T de vector v, duce reperul
R =Oxyz= {OlJR} n reperul R'=O’x’y’z’={O‘,i',]’,E'}, unde R=T(R)=
=l0'=T(O)'=T(i)=1]'=T()=]; k'=T(k) =k}.
2) Se vor stabili relatiile intre coordonatele (x,y,z) ale unui punct M

raportat la reperul R si coordonatele (x',y’,z’) ale aceluiasi punct
raportat la reperul R".

06y,2)
(X,Y.2)

M




Daca a,b,c sunt coordonatele punctului O' in R, se observa
-> o> >
ca OM=00'+O'M, adica:
Xi+yj+zk=ai+bj+ck+x'i+y'j+Z'k sau
xi+yj+zk =(a+x)i+(b+y)j+(c+z)k , deunde

X=a+Xx, X'=X-a,
T:{y=b+y', sauiy'=y-b,
Z=C+Z, zZ'=z-c,

care reprezinta formulele de translatie.
Formulele anterioare rescrise vectorial devin:

x) (X a X' X) (a
T:{sz y' |+|b|, sau |y :[y]— b,
z) \Z C z z) \C
numite : ecuatiile translatiei de repere carteziene, T, de vector

v(a,b,c).
Aceste ecuatii admit scrierea matriceala:
x) (1 0 0)(x a X' 1 0 Oyx)\ (a
T:|y|=|0 1 O}||ly" |+|b|,sau |y |=[0 1 0O|y|-|b],
z) (0 0 1)\Z c z 0 0 1{2) (€

de unde se vede ca translatiile sunt izometrii pozitive: T-S, unde
S=lId, iar det S=det 1;=1>0.

Caz particular : Translatia in planul (xOy) este datd de
relatiile:

X=a+X',
y=b+y".

Definitia 5.2. Se numeste rotatie a reperului cartezian
R =Oxyz, deplasarea S a reperului R, astfel ca O'=0, iar versorii
directori ai noului reper R'=0’X'y’zZ’ sa se obtina din cei ai reperului
initial R prin intermediul unei transformari liniare ortogonale pozi-

tive.

Observatia 5.2. 1) Printr-o rotatie S, reperul R ={Oj,],R} este
dus in reperul R'=0",1",j',k'|,dat de R'={0'=S(0)=0,"=S(i),j'=S(),
k'=S(k)}, unde transformarea asociatd S: \; — \4, este un endo-

morfism ortogonal de determinant pozitiv, deci S produce trece-
rea de la baza ortonormata B=ﬁ,j,k} la baza ortonormata

B =ﬁ]E} din spatiul \J.
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2) Fie in E; doua repere ortonormate R={O,i,],R} si

R'={O,i',]’,R'}, care au originea comuna . Fiecare din vectorii i',j', k'
pot fi exprimati in functie de vectorii i,j,k astfel :

=S(i)= <i' i>i + <|]>] + <i',E>E,
= 8G)= (1) (1) + (kK
k'=S(k) = (K',i)i+ <R',]>]+<k' Kk,
adica, formal, (i,j,k)-T A =(i",j’ k"), unde

R

izometriei S, adicd este matricea de trecere de la baza {i]R} la
baza {IJR}

Conditia ca baza B’ sa fie ortonormata, asemeni bazei B,
este echivalenta cu relatiile A TA=TA. A—I3,ad|ca A TA deci
matricea A este o matrice ortogonala; deoarece S are determinant
pozitiv, se obtine det A=1.

Rezultd ca trecerea de la baza ortonormata {IJR} la baza

ortonormata {i]E} se face cu ajutorul matricei ortogonale A, iar

trecerea inversa se face cu ajutorul matricei TA.

I E}f

3) Pentru a stabili relatia de legatura intre coordonatele

X,¥,z, ale punctului M raportat la reperul R si coordonatele x',y',z

131



- -
ale aceluiasi punct raportat la reperul R’, se observa cd@ OM=0M

sau: xi+Vyj+zk =x'i'+y'j+Z'k' , de unde se poate scrie matriceal :

X) [ayq 849 a3 | (X X X
S:y:a21 a5, a23-y',sau S:|ly|=AY'|.
z) |agq 835 834 z' z z
X' X
Invers, se obtine : y' -TA y
z' z

Caz particular : Rotatia in plan.
Fie reperul ortonormat R ={O,i,j} si fie rotatia de unghi 6 a

acestuia .

VAN
Se observa ca : (i,i')=6 , (i

)=90°+6 , (i",j)=90°-6 ,

N A\
’j'

Daca se exprima pe i' si | in functiede i si j , rezulta :

S i'=icos®+jsing,
|j'=—isin®+ jcosH .
Se obtine: ('] :(cose sm@] @ de unde :

iy \=sin@ cosb) \j
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i) (cosb -sinBYi'

i) \sin® cosb |
deci o rotatie in planul (xOy) , de unghi 6 in jurul originii are
formulele date de :

5. /X= x'cosB —-y'sind,
|y =x'sinB+y'cosH.

Din compunerea unei translatii si a unei rotatii in plan, rezulta
o roto-translatie, caracterizata de formulele :

x=Xx'cosf-y'sinB+a

_ ., unde a ,b sunt coordonatele
y =X'sin@+y'cosb+b

ToS:{

noii origini .
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Capitolul 6

SCHIMBARI DE REPERE iN PLAN SI SPATIU

6 §1. Trecerea de la reperul cartezian la cel polar in plan.

Daca se identifica spatiul euclidian Ezcu planul (xOy), se
definesgte reperul polar in E2 . Orice punct M(x,y)e E2\ {0} poate fi
localizat prin cuplul ordonat (p,0), unde :

- p este distanta de la origine la punctul M.
- B este masura unghiului dintre semidreptele Ox si OM.

Definitia_1.1. Numerele reale (p,0) se numesc coordona-

tele polare ale punctului M in plan.

Relatia dintre coordonatele polare si cele carteziene este
data de urmatoarele formule de trecere de la reperul cartezian la
cel polar :

X =pcoso,
y = psing.

Observatia 1.1. Daca (p,0)e(0,x)x[0,27), atunci ecuatiile
de trecere de la reperul cartezian la cel polar, asigura o corespon-
denta biunivoca

(,8)€(0,0)x[0,27 ) > (x,y)e E,;\ {0},
intre multimile (0, )x[0,27 ) si multimea de puncte E2\ {0}.

Transformarea inversa care asociaza unui punct M de coordonate
carteziene (x,y), coordonatele sale polare (p,0),
(X,y)E E2\ {O}_) (p’e)e (O’ 0 )X[0127Z- )

este data de relatia:

p=yx%+y?

cu unghiul 8 dat de relatiile:
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cosO = X ,
X +y2
y

6 §2. Trecerea de la reperul cartezian la cel cilindric in spatiu.

sinB =

Fie spatiul E3 raportat la un reper cartezian Oxyz. Orice
punct M(x,y,z)e E3\ (Oz) este determinat de tripletul ordonat

(p,8,z), unde:
- p este distanta de la origine la proiectia ortogonala M’ a
punctului M pe planul (xOy);
- 0 este masura unghiului dintre semidreptele Ox si OM’.

oy

Definitia 2.1. Numerele reale (p,0,z) se numesc coordonate
cilindrice ale punctului M in spatiu.

Relatia dintre coordonatele cilindrice si cele carteziene este
data de urmatoarele formule de trecere de le reperul cartezian la
cel cilindric:

X =pcoso,
y =psing,
z=2.

Observatia _2.1. 1) Daca (p,8,z)e(0,©)x[0,27)xR,
atunci ecuatiile de trecere de la reperul cartezian la cel cilindric
asigura o corespondenta biunivoca:

(p,0,2)€(0,0)x[0,27 )xR— (X,y,2)e E3\ (Oz),

135



intre multimile (0, )x[0,27 )xR si multimea de puncte E3\ (Oz).

Transformarea inversa, care asociaza unui punct M de coordonate
carteziene (x,y,z) coordonatele sale cilindrice (p,6,z),

(x,y,2)e E3\ (0z)—(p,0,2)e(0,%0)x[0,27 )xR
data de relatiile:

p=yx2+y?,

z=2z,
cu unghiul 6, dat de relatiile:
cosf = :

X2 +y2
y

Jx2 +y2 |

2) Daca se fixeaza coordonata p=p, , se obtine un cilindru
circular drept cu generatoarele paralele cu axa (Oz), de unde si
denumirea de coordonate cilindrice.

sind =

6 §3. Trecerea de la reperul cartezian la reperul sferic in
spatiu.

Fie un punct M € E3\ (Oz), avand coordonatele carteziene

(x,y,z). Un alt set de coordonate, care caracterizeaza pozitia
punctului M in spatiu, este tripletul ordonat (r, ¢,6), unde:
- rreprezinta distanta, d(O,M) dintre origine si punctul M,
- 0 este unghiul dintre semidreptele Ox si OM’, unde M’
este proiectia punctului M pe planul (xOy),
- @ este unghiul dintre semidreptele Ox si OM.

A
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Definitia 3.1. Numerele reale (r,9,0) se humesc coordona-
tele sferice ale punctului M in spatiu.

Relatiile dintre coordonatele sferice si cele carteziene ale
punctului sunt date de urmatoarele formule de trecere de la reperul
cartezian la cel sferic:

X =r sing coso ,
y=rsing sin@,
Z=rCcosg.

Daca se considera (r,9,0) €(0,0)x(0,7) x [0,27), aceste
formule asigura o corespondentd biunivoca intre domeniul
specificat si multimea de puncte E3\ (0z).

Observatia 3.1. 1) Corespondenta anterioara fiind biunivoca
rezulta ca transformarea inversa, care asociaza unui punct M de
coordonate carteziene (x,y,z), coordonatele sale sferice (r,¢,0),

(x,y,2)e E3\ (Oz) - (r,9,0) €(0,0)x(0,7) x [0,27)

este data de relatiile:
r=\/x2+y2+22,

Q= arcos(E),
"

si unghiul 6 este dat de relatiile:

cosO = X ,
x2 + y2
y

2) Daca se fixeaza r=r, , se obtine o sfera cu centrul in origine din
care au fost scosi polii (punctele de intersectie ale acestora cu axa
(Oz)), de unde si denumirea de coordonate sferice.

sSinB =
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Capitolul 7
CONICE

7 §1. Notiuni generale.

Fie E2, spatiul punctual euclidian real, bidimensional, rapor-

tat la un reper cartezian ortonormat R{OI]} si fie functia :

_ 2 2 2
f(x,y)_a11x2+2a12xy+a22y2+2a13x+2a23y+a33, a4 +ay 5 tay, #0.

Definitia 1.1. Se numeste conica o multime (I') de puncte M
din planul E2 , ale caror coordonate (x,y), in raport cu reperul R,

satisfac ecuatia algebrica de gradul al doilea : f(x,y)=0, cu

aij :aji’ EP aij eR i,j=1,3 numitd ecuatia conicei in raport cu

reperul R.

Din studiile anterioare sunt cunoscute cateva exemple de
astfel de multimi de puncte, numite curbe plane de ordinul al
doilea, date Tn urmatorul tabel :

cerc elipsa hiperbola

2 2

2 2

2..,2_.2 X~y X~y
XS+yc=r “=+25-1=0 “=-5-1=0
a? b2 a2 b
parabola Pereche de drepte  Pereche de drepte
concurente paralele
2 92

<
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Pereche de drepte Multime cu un Multimea vida
confundate singur punct

. %

2 2 2 2
x2:0 X—2+y—2:0 X—2+y—2+1:0 sau
a b a b
x21+a2=0

Una din problemele importante ale geometriei analitice este
aceea de a dovedi, ca orice conica este congruenta cu una din
urmatoarele multimi de puncte : cerc, elipsa, hiperbola, parabola,
pereche de drepte , multime care contine un singur punct, sau
multime vida, date de tabelul anterior.

Rezolvarea acestei probleme se va face in doua variante :
fie folosind elemente din teoria formelor péatratice, fie folosind
schimbarea axelor de coordonate.

Folosind roto-translatia , se realizeazéa trecerea de la reperul

cartezian ortonormat R={O,_i,]} la un reper ortonormat adecvat,
orientat pozitiv ( numit reper canonic sau natural ) fatd de care
ecuatia f(x,y)=0 s& aibad forma cea mai simpla posibila, numita
ecuatia canonica sau ecuatia redusa.

Dupa cum se va vedea ulterior, in discutie intervin urma-
toarele numere atasate polinomului f(x,y):

a1 32 A3
A=ayq 8y a3l
431 83y 433

11 942
421 @22

5:

y':a11+322'

cu aijzaji,lij,aijeR,l,jZ'],?).

Prin trecerea de la reperul R, la reperul canonic , polinomul
f(x,y) se schimba in f(x,y’). Se poate arata cd numerele A',8'I
atasate polinomului f(x',y') sunt respectiv egale cu numerele A,3,1 .
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De aceea A,3,| se numesc invariantii izometrici sau ortogonali
ai conicei.
7 §2. Centrul unei conice.

Exista conice (I'):f(x,y)=0 care admit un centru de simetrie .

Acest centru este de fapt originea reperului canonic . Pentru a gasi
relatile care conduc la centrul unei conice , se efectueaza o

translatie :
X = x0 +X',
y=Yg+y-
Ecuatia conicei fatd de sistemul translatat in C(xo,yo) va fi:

f(xO + x',yO - y') = 0. Daca se aplica formula lui Taylor pentru functii

de doua variabile , aceasta ecuatie se poate scrie :

flxg+X.yg +¥)=f(xg¥g )+ 11| [X aﬂxf Y o”é’yfol+

0
2 2 2
+% '252]c+2x'y'§é) ; +y'2—§ ; =0,
' 03(0 0 0 é)yo
of
ﬁxo —2a11x0 +2a12y0+2a13,
unde : ot =2a,, X, +2a +2a
oy, 2% 22¥0 923’
2 2 2
o f o f o f
11 12’ 22’
5x(2) XY 53/3

dezvoltarea se opreste la derivatele de ordinul al doilea , deoarece
toate derivatele de ordin mai mare ca doi sunt nule.

Punctele (x'y') si (-x',-y') sunt pe curba (I') dacd si numai

daca expresia : X' of +y' of este identic nula , adica daca si
Xg " Y
: . : . of o oOof _
numai daca punctul (xo,yo) satisface relatiile: é’xo _0’53’0 =0.
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De aceea, daca o conica (F) are centru, atunci coordonatele
centrului sunt in mod necesar solutia sistemului :

10fF B
§—§X=a11x+a12y+a13—0,
10f _ B
20y =a,X+a,,Y+a,y, =0.

Determinantul sistemului este :
a a
11 12 2
=a, ,a,,—a%,.
a5, A 11722 "12
Dacad 5#0, atunci sistemul are solutie unica si deci (I')

admite centru de simetrie ( cerc, elipsa, hiperbola, pereche de

drepte concurente, punct). In acest caz, ecuatia conicei redusa la
centru este :

S=

|2 "W l2 —
a4 X +2a12x y+a,oy +f(x0,y0)_0
Semnificatia_invariantului A . Se va determina constanta

f(xo,yo) pentru cazul in care 6 =0 . Se poate scrie :

flx0:Yo) = (24 %0 +212¥0 *+ 213 )0 * (2210 +a20¥0 *ap3)Yg *
* (a1 3%0 ta3¥p * a33) :
Rezulta ca :f(xo,yo) =8,3XqT853Yq +tass -
311%p T312Yg +343 =0,
Sistemul 351X T@9oYg T893 =0, de trei ecuatii

a3 g +a5pY0 + 333 =Tl ¥ -0,
cu doua necunoscute este compatibil daca determinantul caracte-

411 442 a3

91 89 ~ay3 =0.
431 83 ‘(ass‘f(xo’yo))

ristic este nul , adica :

Acesta se poate scrie :
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0 =0, de unde:

331 332 333 jag, ag, f(xgg)
A
flxo¥e) =5
Astfel ecuatia redusa la centru este :

2+é:0.

|2 [ | 1
a4 X +2a12xy+a22y 5

Daca A=0, ecuatia redusa devine :
I2 ] 1 '2_
a4 4X +2a12x y+as,y =0.

in cazul : § <0 (discriminantul ecuatiei este pozitiv), aceasta
ecuatie reprezinta doua drepte care trec prin centrul conicei.

Daca : 6 >0, ecuatia reprezintd multimea {(0,0)}.

in cazul : §+0,A=0, conica este degenerata in doua drepte
sau intr-un punct.

Dacad A#0, conica este nedegenerata ( cerc, elipsa, hiper-
bola, parabola, multime vida ).

Observatia 2.1.
1) Numarul A - numit determinantul mare al conicei , deter-
mina natura conicei , adica: nedegenerata sau degenerata;
2) Numarul & - numit determinantul mic al conicei, determi-
na genul conicei astfel :
a) daca 6>0 ( elipsd, multime vida) , conica se
numeste de gen eliptic;
b) daca 6<0 ( hiperbold, pereche de drepte concu-
rente), conica se numeste de gen hiperbolic;
c) dacad 6=0 ( parabola , drepte paralele sau confun-
date ), conica se numeste de gen parabolic .
Daca se face un rezumat al celor expuse anterior , se pot
trage concluziile date in tabelul urméator :

Conditii Curba

A=0, 6>0 (r):{(xo,yoj},(punct dublu).
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A=0, 8=0
(1“):d1Ud2 , unde (d1) Si (d2) sunt drepte

paralele sau confundate, sau I' = J.

A=0, 86<0 (F)=d1Ud2, (d1) Si (d2) sunt drepte
concurente.

Daca 1=0 rezulta (d1)L(d2).

A#0,0>0,1-A<0 |Elipsa.

A#0,6>0, I'A>0 (=T .

A#0,86=0 Parabola.
A#0,6<0 Hiperbola si daca |=0 se obtine, hiperbola
echilatera.

7 8§3. Reducerea la forma canonica a ecuatiei unei
conice.

Fie conica :
: 2 2 _
(F).a11x +2a12xy+a22y +2a13x+2a23y+a33 =0.

Se urmareste ca printr-o schimbare de reper, ce consta
dintr-o rotatie compusa cu o translatie, sa se obtina reperul
canonic al conicei (I").

in continuare se va descrie modul in care se afla ecuatiile
schimbarii de reper (de coordonate), determinate de matricea
rotatiei si vectorul de translatie.

Pentru stabilirea ecuatiei canonice se au in vedere urma-
toarele situatii:

1) Daca a12:0, atunci se face o translatie. Aceasta se

determina diferit, dupa cum conica este cu centru sau nu. in primul
caz, originea se muta in centrul C al conicei, deci translatie de
vector OC, in al doilea caz, ecuatiile translatiei se determina daca
se efectueaza restrangeri de patrate si/sau grupari de termeni
liberi.

2) Daca a, ., 0, atunci se face mai intai o rotatie. in acest

12
caz se poate proceda fie ca in §3.1., fie ca in §3.2.

7 8§3.1. Metoda valorilor proprii.

Se atasaza ecuatiei conicei (I"), forma patratica:

— 2 2
o(x,y)= a4 X°+ 2a1 XY +a5,¥.
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311 312}
921 922
Din ecuatia caracteristica
=4 3y
31 Ay ~4

mina radacinile k1,k2, care sunt reale si distincte .

Matricea acestei forme patratice este : A = [

P(2) = det(A— Al) = =2-12+5=0 se deter-

Daca :

1) k1,k2
gen hiperbolic;

2) k1,k2 au acelasi semn , adica 6 >0, conica este de gen

au semne contrare , adica 6 <0, conica este de

eliptic;
3) Una din radacini este zero , atunci conica este de gen
parabolic.
g1 =4 )u+agpv; =0
Din sistemele :
a21ui+(a22—ﬂ,l)vi:0, i=1,2,
se determina pentru fiecare valoare proprie, componentele vecto-
rilor proprii (u1,v1) Si (UZ’VZ) care sunt ortogonali ( deoarece

matricea A este reald si simetrica). Vectorii proprii , astfel gasiti se
normeaza si se noteaza cu e,, respectiv 52.

Fie R, matricea formatad cu componentele vectorilor 51 Si 52

asezate pe coloane, avand in vedere posibilitatea inlocuirii unuia
dintre vectorii 61 Si 62 prin opusul sau , astfel ca det R =+1.

Pentru a simplifica alegerea valorilor proprii se poate folosi
regula : sgn(;t1 —/12) =sgna,, , in acest fel componentele vecto-

rului 51 vor fi pozitive , iar prima componenta a vectorului 62 se

va lua negativa, astfel : det R =+1.

X ]
Rotatia: [ J:R{XJ, reduce forma péatratica: ¢(x,y)= a, 1x2 +
y y

+2a12xy+2a22y2 la forma sa canonica go'(x',y')=l1x'2+/12y'2.

Versorii proprii 51,62 dau directiile noilor axe (0x'), respectiv (0y').

Prin inlocuirea necunoscutelor x si y cu expresiile lor din
formulele de rotatie , ecuatia conicei devine :
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l2 l2 ' ' ] 1 ] _
2,1x +/12y +2a 13 x'+2a o3 Y tags= 0.
Daca se grupeaza termenii in x' si respectiv y' si se restrang
2 o2
) +/12(y+...)
translatiei: X=x'+... si Y=y'+... se obtine ecuatia canonica:

2 2 A
A1X +ﬁ,2Y +a=0.

patratele, rezulta: /11(x'+... +a=0 si prin efectuarea

Exemplu : S& se reduca la forma canonica si sa se repre-
zinte grafic conica : (') : 5x2+4xy+8 y2 -32x-56y+80=0.

2 2

Matricea formei patratice: ¢(x,y)=5x“+4xy+8y< este: A=

.

5.1 2
A=, 8- 4

Daca se tine cont de regula sgn(/l1 —/12) =sgna,, , rezulta ca :
k1 = 9;7»2 =4.

— 12 _132+36=0 care are radacinile 4 si 9 .

54K, +2x, =0 —
e etermind componen-

2x,+[B- A}, =0, i=1,2

tele vectorilor proprii.

Sistemul {

_ _ —4x1 +2x2 =0 _
Pentru 4, =9 se obtine sistemul : 5 0 adica
17X =
X5 :2x1, rezulta: v1(1,2).
x1+2x2:0
Pentru A, =9 se obtine sistemul: , adica :
2 ’ 2x4+4x, =0
X4 :—2x2, rezulta: Vz(-2,1).
v 1 2)._ V 2 1
Se obtin: e =—1=[—,—] Si e, = 2 :( , j
B I P
1 2
-2
Matricea de rotatie R = , cu det R=+1.

NG~
&=
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Rotatia: @ = R@J da: );://QZX ii))

Prin Tnlocuire in ecuatia conicei se obtine :

2 32

- -2y)-2 N
2 144 8

'+80=0.

5 NG

Prin adunarea si scaderea termenilor necesari pentru
completarea péatratelor perfecte se obtine:

. gf x2 16 ., 64) 576 2 2 1) 4 B .
(1“).9( \/gx ?] 5 4(y +ﬁy+5J 5+80—0,ad|ca

2 2
(T): 9(x'—iJ +4(y’+ij -36=0.

(): 9x'2 14y 56 (9xy')+80 =0, adica

(') : 9x x+4y'2

V5 V5

Daca se face translatia : X=x'- 8

J5’
X2 y2

forma canonica : (I'): 9X2+4Y2-36=0 sau (T): T+7_1:O’

1 .
Y =y'+—, se obtine
y \/g ’

deci (I') este o elipsa reala.

Pentru a reprezenta grafic aceasta elipsa se tine cont de
faptul ca directiile axelor (0x') si (0y') sunt date de e,l, 2 , apoi se

efectueazd translatia anterioard in punctul C(— -—) si se

V5 /5

gasesc axele (CX) si (CY), unde C este centrul conicei.
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7 §3.2. Metoda roto-translatiei.

Se poate determina rotatia sistemului de coordonate si in alt
mod, afland unghiul 8 cu care se roteste reperul dat.

Matricea R a schimbarii de baza (ce duce versorii reperului
initial in cei ai reperului rotit) este o matrice ortogonald de
determinant +1. Bazele fiind ortonormate, coeficientii noilor versori
sunt exact cosinusii directori ai directiilor lor, deci:

R cosO -sinB
sin®@ cosB |

Folosind acest fapt, urmatoarea teorema permite
determinarea matricii de rotatie prin intermediul unghiului de
rotatie ©.

Teorema 3.1 : Fie conica cu centru (I'):f(x,y)=0, astfel
incat in ecuatia conicei sa fie indeplinita conditia a12¢0 (deci

apare monomul xy). Atunci, daca se efectueaza rotatia reperului
initial (xOy)— (x’Oy’) cu unghiul 8 ce satisface ecuatia:

(1) (a1 ’ —a22)sin26:2a1200326,

ecuatia conicei in sistemul rotit (I'): f'(x,y')=0 nu mai contine
monomul X'y’

Demonstratie: Daca se inlocuiesc x si y din relatile care
determina rotatia, coeficientul lui x'y' din ecuatia f'(x',y')=0 este:

(a22 —a, 1)sm26?+ 2a1 200320 si daca se pune conditia ca el sa se

anuleze , se obtine relatia: (a11—a22)sin26’:2a1200326?. Astfel,

teorema este demonstrata.
2a

Relatia anterioara este echivalenta cu : thQ:i S
417922

daca se impune conditia ca unghiul de rotatie sa fie in intervalul

(0,1] se obtine 2a <t si deci sin2a>0. O

Teorema 3.2 : Fie conica fara centru (I"):f(x,y)=0, astfel
incat in ecuatia conicei sa fie indeplinitad conditia a12¢0. Atunci

daca se efectueaza rotatia (xOy)—(x'Oy’) cu unghiul 6 ce
satisface ecuatia:
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a
2 tgo=-_11,
%2
ecuatia conicei in sistemul rotit nu va mai contine monomul x’y’.

- o _ 2 _
Demonstratie: Daca se foloseste 6=a11a22—a12—0, se

verifica echivalenta formulelor (1) si (2). O

Observatia 3.1. Dupa aplicarea rotatiei, reperul canonic se
obtine printr-o translatie, fie se restrang patratele si/sau se
grupeaza termenii liniari ramasi, ori se translateaza originea O in
centrul conicei.

Exemplu: S& se stabileasca natura si genul conicei
(r): 9x2-6xy+ y2 +20x=0 si sa se reduca la forma canonica, folo-
sind metoda roto-translatiei .

Solutie:
9 -3 10 9 3

A=-3 1 0[|=-100 6:‘ 3 _1‘:0,deci conica este o
10 0 0 -

parabola nedegenerata .

. 2312 ~ 3
Din tg26=—"4— rezultd tg20= =7 sau 5 =4
917922 1+1g“0
3tg20-8tgf+3 =0 cu solutiile :tgd = 3; tgd = —% .
Daca se considera cé rotatia se face in sens pozitiv ( trigo-

2tgo 3.

(e e]Ne))

nometric) si ca o e(o,@ rezultd tgb=3.

Daca se tine cont ca : sinf=——"—— 0039:;
\/1+tg 9 11+ tg20

cu 0 <(0,Z) rezulta ca: sine—— 0s0 =———, cu ajutorul carora
02 1% g

2
se obtine rotatia :
X:L(x'—3y') 1 _3
*/1_0 cu matricea R= ‘/;'3_0 ‘4% :
=—(3x+Yy'), —_—
V=) W0 o
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Daca se inlocuiesc in ecuatia conicei , se obtine:
2, 2 ., 6

+——X'-
Ym0 o
2

2
-] = 2 sau [y 2 {x 2| sidaca se

face translatia : X =x'- 9 3 2

y'=0si se completeaza patratul rezulta :

' <. y2
———,Y=y———rezultd : Yc=—7KX.
2410 y ~10 ~J10

Se observa din matricea R ca :

1 3 I 3 1
—_—, | Q| ———,—
(m m] ; 2( Ji0 mJ

Deoarece X trebuie sa fie negativ , ramurile parabolei sunt
indreptate invers sensului pozitiv al axei (VX).

€ , care dau directiile noilor axe.

7 8§4. Intersectia unei conice cu o dreapta.

Fie o dreapta (d) determinatd de un punct Po(xo,yo) si o directie

e(r,s), cu ecuatiile parametrice: { B teR si o conica (T

de ecuatie :
. — 2 2 =
(T): f(x,y)_a,Hx +2a12xy+a22y +2a13x+2323y+a33 0.

Intersectia dintre dreapta si conica conduce la sistemul:
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X=X, +1t,

0
y= yO + st,
f(x,y)=0,

care, prin eliminarea lui x si y, conduce la ecuatia de gradul Il in
“t”:

2 2 2
t (a1 " +2a1 oIS +8558 )+t[ (Za1 0 +2a12y0 +2a13)+ s[2a1 Xot

+2a22yO +2a23ﬂ+f(x0,y0]:0,
. 2 of of B
adica: ofr,s)t +[r§x0 +s ayth+f( 0’ yoj—O, sau
2 B ) .
(1)  ors)t +(rf X +sfy0jt+f(x0,yo) =0, unde s-a notat:

g_i[xo’yo) :fxo;g_;[xo”o) =Tyy-

in functie de natura radé&cinilor ecuatiei (1) se deosebesc
cazurile:
1) Daca ¢(r,s)#0 . Atunci ecuatia (1) este de gradul doi cu

discriminantul q= [rfx0 +sfy0]2 _4¢(r,s).f(x0,yo).
Daca g>0 , atunci ecuatia are doua radacini distincte t1 t2,
deci dreapta (d) taie pe (I') in doua puncte distincte P1,P2, adica
este secanta.
Dacd q=0 , atunci ecuatia are doué radacini reale confun-

date t1=t2, deci dreapta taie conica (I') in dou& puncte confun-

date P1 _P2§| se numeste tangenta la (I') Tn punctul P1. Evident,
din orice punct P ¢(I') se pot duce cel mult doua tangente la (T') .

in partlcular daca P e(T) si )% fy nu se anuleaza simultan,

se observa ca tangenta la (T") Tn Py are ecua’gia ;

(2) (x—xo)fxO +(y—yo)fy0 =0,
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deoarece in acest caz : f(xo,yo) =0;9=0, adica er0 +sfy0 =0, 1n

X_ —
care inlocuind pe r= ,[Xo;s:y tyO se obtine ecuatia:

(x— XO)fXO +(y— yo)fyo =0.

Daca in aceasta ecuatie se inlocuiesc f, ,fy , se obtine
0 -0

ecuatia:

ay X +2ay 2(x0y+ yox) +a50¥Yg + 2, 3(x+ XO) - a23(y+ yo) + a33:0 :
care reprezinta ecuatia tangentei la conica intr-un punct P0 e()
obtinuta prin dedublare din ecuatia conicei.

Daca <0 , atunci ecuatia (1) nu are solutii in R si deci
dreapta (d) nu taie conica (T') .

2) Fie ¢(r,s)=0 . Ecuatia (1) este de gradul intai. Daca
rfy +sfy # 0, atunci se obtine o solutie unica t1 si deci (d) taie pe

0 0

(T') intr-un singur punct P1. Daca er0+sfyO =0 si f(XO,yO);tO,
atunci ecuatia (1) este imposibila si deci (d) nu taie pe (I') . Daca
er0+sfyo =0, si f(xo,yo):o, atunci ecuatia (1) este identic
satisfacuta si deci dreapta are o infinitate de puncte comune cu
(T), rezulta (d) < (T).

Fie (I') o conicd nedegenerata si e(r,s) o directie in planul
conicei.

Definitia 4.1. Directia e(r,s) se numeste directie asimpto-
tica pentru conica (I') daca :

= 2 2 _
(3) ¢(r,s)_a11r +Za12rs+a223 =0

in virtutea discutiei de mai sus, este evident ca o dreapta
care are o directie asimptotica taie conica nedegenerata intr-un
singur punct sau nu o intersecteaza.

Se obtin cazurile:

1) Dacéd 6 <0,A =0 ( hiperbola ) , atunci ecuatia ¢(r,s)=0 are
doua radacini reale si distincte, deci conica admite doua directii
asimptotice.
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2) Dacéd 6>0,A#0 ( elipsa ) , atunci ecuatia ¢(r,s)=0 nu
admite solutii reale, nebanale, deci conica nu are directii
asimptotice.

3) Dacd 6=0,A#0 ( parabola ) , atunci ecuatia ¢(r,s) =0
are o radacina dubla si deci conica are o singura directie
asimptotica, care este de fapt directia axei parabolei.

Definitia 4.2. O dreaptd (d) se numeste asimptota a unei
conice nedegenerate (I'), dac& directia ei este asimptotica si

(A7) = 4.

Observatia 4.1. Daca o dreapta (d) are directia e(r,s), atunci

. . S
panta acesteia va fi m—?.

in acest fel ecuatia (3) se transforma in :
' 2 _
(3") ayom +2a12m+a11_0,

care da pantele asimptotelor unei conice.

Din cele prezentate mai sus, rezultd ca este adevarata
urmatoarea teorema:

Teorema 4.1. O asimptotd a unei conice nedegenerate (I')

este caracterizatd analitic prin ecuatia er+sfy:O, unde e(r,s)

este o directie asimptoticé pentru (I').

Observatia 4.2.
1) Hiperbola are douad asimptote care trec prin centrul

conicei. in acest caz , daca (xo,yo) este centrul conicei i m,,m,

sunt pantele asimptotelor , ecuatiile acestora se pot scrie si sub
forma :

Yy=Yg = m1(x—xo), respectiv y=Yg = mz(x—xo).

2) Elipsa nu admite nici o directie asimptoticd si in conse-
cinta nu are asimptote.

3) Parabola admite o directie asimptotica, pentru care,
ecuatia er+sfy:O este imposibila si deci parabola nu are

asimptota.
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7 8§5. Pol si polara.

X=Xq+ rt,
y= yO +st,teR
director v(r,s) si P,Q doué puncte pe aceasta dreapta.

Fie dreapta (d) : { orientatd prin vectorul

Definitia 5.1. Numérul pp definit prin ﬁ:pPQH\\;TH se

numeste marimea relativa a segmentului [PQ].

Se considera ca pe dreapta (d) au fost fixate patru puncte
PO(XO’yO)’P1(X1’y1)’ P(x,y) P2(X2’y2)’ corespunzatoare valorilor

tO’ t1, t, t, ale parametruluit .
P P P P
n 1 2 >
(d)
Definitia 5.2. Se numeste biraport al punctelor PO,P P1,P2
P P PPP. t -t t
numarul: [P P; P1,P2] 02_ : tO t2 to
pPP pP2P 1 2
Daca [P P; P1,P2] = -1 , atunci biraportul se numeste

biraport armonic sau diviziune armonica si se spune ca
perechea de puncte (PO,P) este conjugata armonic fata de

perechea (P1,P2), sau invers.

Avand in vedere definitia biraportului, in cazul diviziunii
armonice se obtine:

t t, -t

0,2 0_p.
1 th
Daca se presupune ca punctul P0 este luat drept origine pe

1’t
t—t

(d), adica : tO:O, atunci diviziunea armonicad este caracterizata

prin :

2.1 1
t et
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Fie (I o conica nedegeneratd, de ecuatie generala: f(x,y)=0.
Daca Po(xo,yo) este un punct dat, atunci fie (d) : x=xo+rt,

Y=Yq +st, teR o dreapta care trece prin P0 si taie (I') Tn doua
puncte P1(x1,y1), P2(X2’y2)'

Q
' I)

P
P, = 2{d)

Q,

(d)

Teorema 5.1. Locul geometric al punctului P conjugatul

armonic al lui P0 in raport cu P1,P2, atunci cand directia v(r,s) a lui
(d) variaza , este o parte din dreapta (d') de ecuatie :

(1) 3, 7% +a12(xy0 +x0y) +a55¥Y0 +a13(x+x0)+a23(y+y0)+a33 =0.

Demonstratie: 1) Se admite mai intai cazul cand P, ().

Prin ipoteza, daca se intersecteaza dreapta (d) cu conica (I') se
obtin punctele P1 Si P2 corespunzatoare valorilor t1 Si t2 care sunt

radacinile ecuatiei :
2 _
(2) st +(er0 +sfyojt+f(x0,y0) =0.

Din ecuatia de mai sus , rezulta :
t,+t rfy  +sf

172__ %0 Yo
tity f(XO’yO)
Pe de alta parte , stiind ca diviziunea armonica este caracte-
rf, +sf
X
rizata de : (3) %:,[1+,[i , rezulta %z —O—yo.
12 fxg:¥o)

Pentru a se obtine ecuatia locului geometric cautat se
elimina parametrii t,r,s intre ecuatia precedenta si ecuatiile dreptei
(d) si se obtine :
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(x—xo)fxo +(y—y0)fyO = —2f(x0,y0), care este de fapt
ecuatia din teorema.

2) Daca Py (') se obtine f(x;,y,)=0. Atunci P, =P, si

0 *0'Y0 1=
cum P, e(l) rezultd ca P =P, - Intr-adevar cum f(xo,yojzo, din
. . . : t t1't2
ecuatia (2) se obtine: t,-t, =0. Din (3) se obtine: —= =0,
172 2 t,+t,
rezulta t=0. Aceasta inseamna ca, conjugatul armonic al lui P0
este el insusi oricare ar fi directia v a dreptei (d) si deci locul
geometric al lui P este tangenta in F) la conica (I') . 0

Definitia 5.3. Dreapta (d') se numeste polara punctului P0

in raport cu conica (I') , punctul PO se numeste polul dreptei (d')

in raport cu conica (I'), iar ecuatia (1) este ecuatia carteziana a
polarei.

Observatia 5.1.
1) Pozitia dreptei (d') fatd de conica (I') depinde de pozitia
punctului P0 fatd de (I') (siinvers).

e D 2 1
2) Substitutiile x< — XX Y = VY, xy—>§(xyo +xoy),

1 1 -
X— §(X+ XO)’ y— E(y+y0) se numesc dedublari.
Prin dedublarea ecuatiei de gradul al doilea :

2 2
a1 1x + 2a1 2xy + a22y

Po(xo,yo) se intelege ecuatia de gradul intai:

a4 % +a12(xyo +x0y)+a22yy0 +a13(x+ XO) +a23(y+y0)+a33 =0,
care mai poartda denumirea de: ecuatia dedublata a conicei i

reprezintd ecuatia polarei punctului P0 fatd de conica (T'), sau

ecuatia tangentei la conica, daca P0 e(I).

+ 2a13x+ 2a23y+ 34 = 0 in punctul

3) Pentru determinarea polului unei drepte (d) : ax+by+c=0
in raport cu o conicd (I'), se pune conditia ca dreptele (d) si (d')

s& coincida , adica cele douéd ecuatii sa aiba coeficientii propor-
tionali , adica :
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%11%0 "®12Y0 T #13 _ #1250 " %22Y0 T ¥23 _ #13%0 "?23Y0 *¥33
a b C
sistem din care se determina coordonatele X0'Yo ale polului.

7 §6. Diametrul conjugat cu o directie data.

Fie conica (I')si o directie V(r,s).

Teorema 6.1. Locul geometric al mijloacelor corzilor conicei
(T') paralele cu directia v(r,s) este o parte a dreptei (d") de ecuatie

(d"): er+sfy =0.
Demonstratie : Dreapta care trece printr-un punct PO(XO’yO)
X=Xn +rt,
si este paralela cu V(r,s) are ecuatiile: {y _ yg st teR.

Prin ipotez& aceastd dreaptd intersecteaza conica (I') in
doua puncte: P1(x1:>go+rt1, y1:y0+st1) Si Pz(x2:>g0+rt ,y2:y0+st2),

unde t1, t2 sunt solutiile ecuatiei :

2 _
t<o(r,s)+ t[rfXO + sfyoj+f(xo,y0) =0.

i i 1%
Mijlocul segmentului [P1, Pz] are coordonatele: T:x0+

t,+t, Yy +Yy t,+t

1" 2. 172 _ 1 2 o 5
+r 5 5 =Yg +$ 5 si acest punct coincide cu P0 daca
si numai daca t1+t2:0, adica er0 +sfy0 =0. Deoarece punctul

P0 a fost ales arbitrar, se pot renota coordonatele lui, prin x si y

deci teorema este demonstrata. O
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Definitia 6.1. Dreapta (d"): er+sfy=0 se numeste diame-

trul conjugat directiei v pentru conica (I').

Consecinta 6.1. 1) Fie (I): f(x,y)=0 o conica cu centru (5=0),
fy =0
f =0
y

centrului conicei). Daca se are in vedere ecuatia diametrului
conjugat , rezultd ca centrul conicei (I') se afla pe diametrul

conjugat oricarei directii din plan. In acest caz, diametrul conjugat
oricarei directii din plan apartine unui fascicol de drepte ce trece
prin centrul conicei.

2) Fie (I): f(x,y)=0 o conica fard centru, (§=0). Din

a a,  not.
a122 =0, rezulta: B I M.
2 %22
Dar fy:2a12x+2822y+2323, astfel Tncat fy:an+B,q,BeR. Atunci,

adica totdeauna sistemul are solutie unica (coordonatele

0=a;48y,"

ecuatia diametrului conjugat directiei v =ri+sj devine:

rf, +s(af, +B)=0 sau f, +4=0 unde A= Y
X X r+so

Aceasta ecuatie arata ca , in acest caz, diametrele conjuga-
te oricaror directii din plan, apartin unui fascicol de drepte paralele.
Directia acestui fascicul este (a,,.—a, ) sau (a22,—a21) :

Evident, axa de simetrie a parabolei este un diametru si are
deci directia anterioara.

3) Fie (T")o conicé cu centru (5 #0) si se noteaza cu \_/O(ro,so)

directia diametrului de ecuatie rfy +sfy =0, conjugat directiei v(r,s).

r

S
T , . 0 _ 0
Directia vo(ro,soj satisface relatia: =—

ra, 5 +Say, —(ra1 175845
(1) ay o+ a12(rs0 + ros)+ 8,588 = 0,
care este de fapt dedublarea relatiei ¢(r,s)=0 si reprezinta relatia
dintre directiile a doi diametri conjugati.

Daca se considera m:% panta dreptei de directie (r,s) ,

\ sau
)

relatia devine:
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(2) a5,MMy +a12(m+m0)+a11 =0, care reprezinta relatia

dintre pantele a doi diametri conjugati.

Definitia 6.2. O pereche de diametri ale caror directii sunt in
relatia (1) se numesc diametri conjugati unul altuia.

787. Directii principale. Axele unei conice.

Se considerd o conica (I): f(x,y)=0 , o directie v(r,s) si
diametrul conjugat acestei directii : er+sfy =0.

Definitia 7.1. Directia v(r,s) se numeste directie principala
pentru conica (I): f(x,y)=0, dac& este perpendiculara pe directia

diametrului sau conjugat: rf, +sfy =0.

Teorema 7.1. Diametrul conjugat unei directii principale este
o axa de simetrie a conicei $i, invers, o directie perpendiculara pe
0 axa de simetrie este o directie principala a conicei.

Demonstratie: Diametrul conjugat unei directii principale
contine mijloacele corzilor conicei (T') , care sunt perpendiculare

pe diametru. Astfel, acest diametru este o axd de simetrie.
Reciproca este evidentd (deoarece axa de simetrie este un
diametru). O

Observatia 7.1. 1) Daca 50, atunci conica (T') poate sa fie

cerc, elipsa, hiperbola sau pereche de drepte concurente (daca e
degenerata).

Fie Vv(r,s) o directie principalda a conicei ('), iar \_/O(ro,soj

directia diametrului sau conjugat, care este o axa de simetrie a
conicei (conform teoremei de mai sus). Atunci se obtine sistemul:
- +ss, =0,
0 0

a1 1rr0 +a12(rs0 +ros)+a22mmO =0.
Daca se elimina rO’SO intre cele doua ecuatii, se obtine ecuatia
care da directiile axelor conicei:

(1) (a1 ’ —a22)rs+a12(52—r2) =0.
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Daca se scriu ecuatiile diametrilor conjugati acestor directii, sau
ecuatiile dreptelor care trec prin centrul conicei (I')si au aceste

directii , se obtine unul si acelagi lucru, anume: ecuatiile axelor.
. . ~ A n . S .
Din ecuatia (1) , facand inlocuirea m:? , Se obtine :

' 2 _
(1" a4 ,m +(a11—a22)m—a12—0,

ecuatie care determina pantele axelor.
2) Fie 6=0,A=0 ( parabold ) . Anterior s-a vazut ca directia

axei parabolei este (a12,—a1 1) sau (322,—a21). Directia perpendi-
culara pe axa este (a11,a12) sau (a21,a22). De aici rezulta ca
ecuatia axei parabolei este: a, 1fx+a1 2fy:O sau a2,|fx+a22fy =0,
adica diametrul conjugat directiei (a11,a12) sau (a21,a22) :

Definitia 7.2. Intersectia conicei cu axele (axa) sunt puncte
numite varfurile conicei.

Teorema 8.1. O conicad este determinatd in general prin

Demonstratie : Ecuatia generala a unei conice :
. 2 2
(T): ay X<+ 231 oXY +355Y

poate scrie sub forma :

x2+mxy+ny2+px+qy+r:0 :

daca se noteaza coeficientii ce se obtin dupa impartirea ecuatiei
prin a11;t0 cum,n,p,q,r.

+ 2a,I g X+ 2a23y+ 34 = 0se mai

Ecuatia anterioara este determinatad atunci cand se cunosc
coeficientii: m, n, p, q, r . Dar, pentru a determina acesti cinci
coeficienti, sunt necesare in general cinci relatii compatibile intre
ele. Rezulta, ca in general o conicad este determinata prin cinci

De exemplu, cinci puncte determina o conica cu conditia ca
punctele sa nu fie coliniare ( dacad sunt coliniare , conica este
degenerata ). O

Teorema 8.2. ( Intersectia a doud conice ). Doua conice se
intersecteaza in cel mult patru puncte .
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Demonstratie : Pentru a obtine coordonatele punctelor de
intersectie a conicelor :

(F1) ‘ay 1x2 - 2a1 oXY +anoY
(Fz) :a'11x2

se rezolva sistemul format din ecuatile celor dou& conice .
Ecuatiile pot fi scrise sub forma :

2 2 _
a,0y +2(a12x+ 323)y+a1 1% +2a13x+a33 =0,
' 2 ' ' ' 2
Aoy +2(a12x+a23)y+a11x
Daca se pune conditia ca cele doua ecuatii s& aiba o

radacina comuna se obtine o ecuatie de gradul patru in x, care are
cel mult patru radacini reale. O

2 _
+ 2a13x+ 2a23y+a33 =0,

+ 2a'12 Xy + a'22 y2 + 2a'1 3 X+ 2a'23 y+ a'33 =0,

+2a'13x+ a'33=0.

Teorema 8.3. Ecuatia generala a conicelor care trec prin
punctele de intersectie ale conicelor (F1) si (Fz) este:

(1): ofT,)+AT,) =0, @B <R.

Demonstratie : Ecuatia “(FJ +ﬂ(l‘2) =0 reprezinta ecuatia unei

familii de conice, (F1)§i (Fz) fiind cuprinse in aceasta multime.
Intr-adevar | pentru :a=0; #=1, se obtine (F2)= 0 , iar pentru
a =1 =0, se obtine (F1)=O.

Astfel c& ecuatia a(F1)+ﬂ(F2) =0, reprezintd conice care
trec prin cele patru puncte de intersectie ale conicelor (F1)§i (FZ).

Cel putin unul din parametrii o sau B sunt nenuli, astfel daca
a # 0, atunci rezulta (FJ +1(F2) =0, unde 7L=g.

Aceasta ultimd ecuatie reprezintd ecuatia fascicolului de
conice determinat de (1“1)§i (1“2) si ea depinde de un singur

parametru 1 €R. Astfel ca, date fiind patru puncte de intersectie
ale conicelor (F1)§i (Fz) , 0 conica din fascicol este determinata

unic de a cincea conditie. O
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Definitia 8.1. Multimea tuturor conicelor(T'): (FJ +Z(F2) =0,

A €R, care trec prin intersectia a doua conice date, se numeste
fascicol de conice. Conicele (F1)$i (FZ) se numesc conicele de

baza ale fascicolului.
Teorema 8.4. Ecuatia generala a conicelor circumscrise unui

patrulater ABCD este :
a(AB)(CD)+ S(AD)BC)=0, «,p R.

A B

Demonstratie : Dreptele (AB) si (CD) pot fi dreptele in care
degenereaza o conica , deci produsul (AB)(CD)=0 reprezintd o

conica degenerata (F1). Analog produsul ecuatiilor dreptelor
(AD)(BC)=0 reprezintd o conicad degenerata (1“2). Cele doua

conice se intersecteaza in cele patru puncte: A,B,C,D.
Astfel, conform teoremei anterioare fascicolul de conice

determinat de conicele (F1)§i (Fz)are ecuatia :
a(AB)(CD)+ S(AD)BC)=0, a,f <R si reprezinta toate coni-
cele circumscrise patrulaterului ABCD. O

Teorema 8.5 Ecuatia generala a conicelor bitangente unei
conice (F) in punctele in care aceasta este taiatd de o dreapta

(d)este: (I )+/1(d)2 =0, 1eR.

Demonstratie:

Fie (I )=0 ecuatia conicei , (d)=0 ecuatia dreptei care uneste
doua puncte A si B de pe conica. Daca se considera dreapta (d')
paraleld cu dreapta (d) si se scrie ecuatia generald a conicelor
care trec prin punctele de intersectie ale conicei (F ) cu cele doua

drepte, se obtine :
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Daca se face ca dreapta (d') s& tinda catre dreapta (d) , se
obtine (I)+1d2 =0, ecuatia conicelor bitangente conicei (C) in
punctele in care (d) taie conica (I'). O

Teorema 8.6. Ecuatia generala a conicelor tangente la doua
drepte concurente (d1) Si (dz), in punctele in care acestea sunt

taiate de o a treia dreapta (d3) este :
[dgfeo)+ i(ds)z =0

Demonstratie : Dacad in exemplul anterior, conica (F)

degenereaza in doua drepte concurente (d1)§i (dz), iar dreapta (d)

se noteazd cu (d3) , atunci ecuatia (F)+z(d)2:o devine

(d1)(d2)+/1(d3)2 =0 si reprezintd conicele bitangente dreptelor
(d1)§i (dz) in punctele in care acestea sunt taiate de dreapta (d3).m
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Capitolul 8

CUADRICE

Fie R = {OI]R} un reper ortonormat in spatiul euclidian E, .

Definitie : Se numeste cuadrica locul geometric, (Z) al
punctelor M din spatiul euclidian E3, ale caror coordonate (x,y,z),
in raport cu reperul ortonormat R satisfac ecuatia algebrica:

2, a3322 + 2a1 XY + 2a1 3XZ+ 2a23yz

2 2 2 2 2
a22+333+a1 2+a1 3+323 #0.

f(xy.z)=a, 1x2 +as5Y

0 a2
+2a14x+2a24y+2a342+a44 —O,a1 1+

Prin trecerea de la reperul R = {Ol]E} la un reper cartezian

adecvat, orientat pozitiv, numit reper canonic, fatd de care ecuatia
f(x,y,z)=0 sa aibd cea mai simpla forma posibila, numitd ecuatie
canonicd, se dovedeste cad (Y ) este congruentd cu una din
multimile : sfera, elipsoid, hiperboloid cu o panza, hiperboloid cu
doua panze, paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolic, con, cilindru,
pereche de plane secante, pereche de plane paralele, pereche de
plane confundate, dreapta, multime care contine un punct, multime
vida.

Se vor da in continuare exemple de cuadrice pe forma
canonica ( redusa ).

8§1. SFERA.

Fie C(a,b,c) un punct fix, R>0 un numar real fixat.

Definitia 1.1. Multimea punctelor M(x,y,z)e E3 Cu proprie-

tatea ca distanta de la aceste puncte la punctul fix C este egala cu
R, deci d(C,M)=R , este o suprafata numita sfera de centru C si
raza R.

Daca se are in vedere expresia analitica a distantei dintre doua
puncte se obtine:

(1) (S):(x—a)2 +(y—b)2 +(z—c)2 ~R2 |
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care se numeste ecuatia carteziana implicita a sferei de centru C
siraza R.
Dupa dezvoltarea patratelor si ordonarea termenilor, se obtine
ecuatia :

(2) (S): x2+y2+22-2ax-2by-202+d=0, unde

(3) d=a?+b?+c2-R? .

Ecuatia (2) se numeste ecuatia carteziana generald a
sferei.

Observatia 1.1. Sfera este o cuadrica Tn care ay1=a8y, =

2333 =0 §| 81228132823:0, adica : (S) . A(X2+y2+22)+

+Bx+Cy+Dz+E=0 reprezinta ecuatia unei sfere.

Din relatia (3) rezulta raza sferei: R =\/a2 +b24+c2-d2 .
Daca :

1) a2 b2 +c2-d>0 , atunci sfera este reald cu centrul
C(a,b,c) siraza R;

2) a2 +b2+c2—d =0, atunci sfera este un punct si anume
centrul C(a,b,c).

3) a2 b2 +c2-d<0 , atunci sfera este imaginara .

Fiind datd o sferd (S) de razad R si centru C(a,b,c), atunci
ecuatia (1) este echivalenta cu trei ecuatii parametrice in R>:
x=a+Rcosé sing,

(4) (S) :sy=a+Rsinéd cosg,
z=a+Rcose, ¢<[0,27),0 €[0,7],
sau cu ecuatia vectoriala:

(5) (8):T =T +R(cosd sing i+sind sing j+cosgk ), in Vs

8 §1.1. Intersectia unei sfere cu o dreapta.
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Fie sfera (S): x2+y2+z2 2ax-2by-2cz+d=0, a? +b2 +c2—d>0
X=Xq + pcosa
si dreapta (d) : {y= Yo + pcosf care trece prin punctul
Z=Zq + pCOSy
Po(xo,yo,zo) &(S) si are versorul director €(cosa,cosf,cosy ).

Problema intersectiei dintre dreapta (d) si sfera (S) revine la
rezolvarea sistemului format din ecuatiile dreptei si ecuatia sferei.

Daca se inlocuiesc x,y,z din ecuatiile dreptei in ecuatia
sferei, se obtine ecuatia de gradul al doilea in p :

p?(cos?a +cos? 3 +cos?y ) +2 p[( Xg ™ )cosa + (y 0" b):osﬁ +

2,2 _ _ =
+(zo—c):os;/} +x0+y0+zo-2ax0 2byO 2020+d_0

Dar cosa,cosf,cosy sunt cosinusii directori ai directiei i
2 2;/:1, iar x2+y%+zO 2a>b—2b3b—20%)+d=

deci:cos“a + 0032,8+ cos

:S(xo,y0 ZO) atunci :
(6) p2+2p[ cosa+(y0 )cosf3+(zo —c)cosy}rs(xo,yo,zo) =0.

Daca se noteaza cu A - discriminantul acestei ecuatii, se
obtine:
1) Daca A >0, P17 Po eR, atunci dreapta este secanta si

taie sfera in doua puncte distincte M1 Si M2.
2) Daca A =0, Py =Py € R, atunci dreapta intersecteaza

sfera in doua puncte confundate , deci este tangenta la sfera.
3) Daca A <0, Py P e C, atunci dreapta nu taie sfera , deci

este exterioara sferei.

Daca punctul Po(xo,yo,zo)e(s) , atunci S(xo,yo,zo):o Si
ecuatia (6) devine :
(6') p +2p[( 0~ )cosa+(y0—b)cos[3+[ 0 —cjcosy}zo si deci

p1=0 Si p2¢0.



Dacad se doreste ca dreapta (d) sa fie tangentd sferei in
punctul P, (S) trebuie ca py=p, . Ceea ce inseamna ca p=0si

deci :
(XO —a}cosw +(y0 —b)oosﬂ +(z0 —c}cos;f =0 .
Din ecuatiile parametrice ale dreptei (d) rezulta :

X—X0 Z—ZO

y_yO . A .
COoSa = 0 ; COSB:T; COSy = » Sl prin inlocuire

in ecuatia precedentéa se obtine :
(7) (XO —a)(x—xo)+(yo —b)(y—yo)+(zo —c)(z—zo) =0,
care reprezinta ecuatia unui plan tangent la sfera in P0 €(S) . Deci

intr-un punct de pe sfera se poate duce un plan tangent la sfera in
acel punct.

Daca se tine cont de conditia S(xo,yo,zo):o si ecuatia (7)
rezulta:
(7") XXo +YYg +2Zg —a(x+xo)—b(y+y0)—c(z+zo)+d =0,
ecuatia planului tangent la sferd in P0 €(S), care se obtine prin
dedublare din ecuatia sferei.

8 §.1.2. Pozitia unui plan fata de o sfera.

Fie sfera (S) de centru C(a,b,c) si razé R, iar planul (z) de
ecuatie (z):Ax+By+Cz+D=0 .

Pozitia planului (7) fatd de sfera (S) se studiazd prin
compararea distantei de la centrul C al sferei la planul (), cu raza

R a sferei:
1) Daca d(C,(7))>R , rezulté ca planul (r) este exterior sferei.

)
2) Daca d(C,(z))=R , rezulta ca planul (z) este tangent sferei.
3) Daca d(C,(ﬂ'))<R , rezulta ca planul (7) este secant si taie

sfera dupa un cerc real.
In acest ultim caz, se va determina centrul si raza cercului de
sectiune.

Daca N(A,B,C) este normala la planul (z), se vor scrie

ecuatiile dreptei (d), care trece prin centrul sferei gi are directia
datda de N:
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“\ C(a,b,c)
| (@)

La intersectia dintre dreapta (d) si planul (7) se afla centrul,

O, al cercului de sectiune. Raza cercului, r, se afla din triunghiul
dreptunghic determinat de centrul sferei, centrul cercului si un
punct oarecare de pe cercul de sectiune si anume:

r=RZ_d%C, (7).

8 §1.3. Puterea unui punct fata de o sfera.

Definitia 1.2. Se numeste puterea punctului Po(xo,yo,zo)
in raport cu sfera S) numarul :
(8) H M OMZH unde M, si M, sunt

punctele de mtersect,le ale dreptei d(P ej cu sfera (S) , iar ¢ =-1

0’
daca POM1 Si POM2 au sensuri opuse ( P0 interior sferei ).

Prin trecere la norme in relatia POMi:pié, i=1,2, unde

P1> Poy reprezinta radacinile ecuatiei (6), se obtine: HP0M1H:"O1‘ Si

HFb—Mzuz‘pz" [6]=1, astfel ca: ”[sj(PoJ:‘g"ﬁsz‘: £pyp|=

=Py Py =S(X.¥g .2 )

Se obtine astfel cad puterea unui punct fatd de o sferd nu
depinde de directia dreptei (d) ce trece prin PO, ci numai de pozitia
punctului P0 fata de sferéa.

In concluzie puterea punctului PO fata de sfera (S) este :

© pgPo)=Sixo¥o20)
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adica se obtine prin inlocuirea coordonatelor punctului in ecuatia
sferei.

Definitia 1.3. Se numeste plan radical a doua sfere (81)§i

(82), locul geometric al punctelor P din E3, care au aceeasi pute-
re fatd de cele doua sfere , adica: p s P)=p s (P).
S 18y

Daca P(x,y,z) este un punct al acestui loc geometric, atunci
rezulta ca: S1(x,y,z) = Sz(x,y,z) , adica :

(10) (S)-(S,)=0,
care este ecuatia planului radical al sferelor (81)§i (82) . Din (10)

se obtine ecuatia carteziana generala a planului radical :

(10') 2(a1 —az)x+ 2(b1 —t>2)y+2(c1 —02)+d1 ~d, =0.

Se observd ca vectorul C1C2 are componentele:

(a1—a2,b1—b2,c1—02), ceea ce aratd ca planul radical este

perpendicular pe linia centrelor.

Definitia _1.4. Se numeste axa radicala a trei sfere
(81),(82),(83): locul geometric al punctelor P din E3 care au

P)=
|

aceeasi putere fata de cele trei sfere , adica: 'O[S ](P):’O[S

1 2

P).
|

Daca (81)—(82):0 este ecuatia planului radical al sferelor
(81)§i (82) , iar (82)—(83) =0, ecuatia planului radical al sferelor
(32)$i (83), atunci ecuatia planului radical al sferelor (81)§i (83),
adica: (S1)—(S3):O, trece prin dreapta de intersectie a primelor
doué. Astfel ca ecuatiile axei radicale al celor trei sfere este :

(81)_(82) =0,
. {(Sz)—(sg,):o.

Pozitile relative a doua sfere (81)§i (82) se deduc din

compararea distantei dintre centrele celor doua sfere, cu suma
razelor lor.
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Pentru doué sfere care se intersecteaza dupa un cerc real,
are sens sa se vorbeascé de fascicol de sfere , adicd de multimea
sferelor care trec prin cercul de intersectie a celor douéd sfere .
Ecuatia fascicolului de sfere este:

(12) (S)+4(S,)=0, 1cR.

Pentru doua sfere care se intersecteaza , cercul de sectiune
se afld in planul radical al celor dou&d sfere , deci ecuatia
fascicolului poate fi scrisa si sub forma:

(13) (S)+A(S)-(S,))=0, A<R.

8 §2. ELIPSOIDUL.

Definitia 2.1.: Se numeste elipsoid, (E), este locul geome-
tric al punctelor M din spatiu E3, ale caror coordonate (x,y,z) in

raport cu reperul ortonormat R:{O,i,],R} satisfac ecuatia

2 2 2
(E): x_2+y_2+z_2
ac bc c

-1=0 ,a>0, b>0, c>0.

Pentru a vedea care este forma acestei suprafete se va face
intersectia ei cu :

- axele de coordonate : (Ox): A(@,0,0) si A'(—a,0,0),
(Oy): B(0,b,0) si B'(0,-b,0),
(Oz): C(0,0,c)si C'(0,0,—¢),

XY 4=,
- planele de coordonate : (xOy) aZ | b2
z =0,
x? Z?
(xOz) . ¥+§_1:01

=0,

y

y* . 2 4 _
(y0z) :{prte 'O

x=0,

adica elipse in planele de coordonate,
- plane paralele cu planele de coordonate, de ecuatii:

X2 y2 h2

z=h: 132 b2 (1__] 0,
z=h,

care reprezint elipse, dacé |h/<c .
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Analog pentru intersectia cu planele de ecuatii: y=h, x=h.

intrucat pentru (x,y,z)e(E) rezultd: (-x,y,2), (X,-Y,2), (-X,-y,Z),
(-x,-y,-z)e (E) se obtine ca elipsoidul admite planele de coordonate
(xQy), (xOz) si (yOz), ca plane de simetrie. De asemenea si
intersectiile acestor plane: axele de coordonate (Ox), (Oy), (Oz)
sunt axe de simetrie ale elipsoidului, precum si originea O este
centrul de simetrie al elipsoidului.

Daca a=b=c se obtine o sfera.

Daca se are in vedere cele expuse mai sus, se poate
reprezenta elipsoidul in modul urmator:

2

|
|
I
U
L)
|
/

8 §3. HIPERBOLOIDUL CU O PANZA.

Definitia 3.1: Se numeste hiperboloid cu o panza, (H1),

locul geometric al punctelor M din spatiul E3, ale caror coordo-

nate (x,y,z) in raport cu reperul ortonormat R:{O,i,],R}, satisfac

ecuatia :
2 2 2
(Hy): X—2+y—2—z—2—1=0, a>0, b>0, c>0.
ac b c
Daca se procedeaza ca in cazul precedent, se va face
intersectia acestei suprafete cu :
- axele de coordonate:
(Ox) :A(a,0,0) si A'(-a,0,0),
(Oy) :B(0,b,0) si B'(0,-b,0),
(Oz) : pentru x=0 si y=0, sistemul nu are solutie , deci
cuadrica nu intersecteaza axa (Oz).
- planele de coordonate :

2 Y2 1

N (A S
(xOy): 1,27
z=0

N

, elipsa,
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x2 Z2

. J==—-=5-1=0 - =

(xOz): a2 02 , hiperbol3,
y=0

v2 22 g

(yOz): b2 2 , hiperbola.
x=0

- plane paralele cu planele de coordonate, de ecuatii

2 2 [, n2
z=h —2+—2 1+—= — =0 , elipsa pentru oriceheR,
b c
x2 22 h2
y=h: 55 1-—2 =0 ,hiperbola pentru orice \h\<b,
C b
2

y 72 h2

x=h : VSV 1- — =0,hiperbola pentru orice |h|<a.
b< ¢ a

Ca si in cazul elipsoidului, suprafata (H4) are planele de

coordonate, axele si originea ca plane de simetrie, axe de simetrie

si respectiv centru de simetrie.

2 y2 #2
Observatia 3.1. Suprafata (H+): —2 —2——2—1 0, a>0,
b

c
b>0, c>0 se mai numeste: hiperboloid cu o panza cu axa (Oz) ca
axa netransversalé Atunci si suprafetele:

yz - X2 y2 72
(H )—— F ——1 0,a>0, b>0, c>0 si (H"+): ? F+?_1:0’
a>0, b>0, c>0 reprezinta hiperboloizi cu o panza cu axe
netransversale (Ox) si (Oy).

2
Definitia 3.2. Suprafata (})): X—z 2—2:0 este un con

y?
b?
numit conul asimptot al hiperboloidului cu o panza, (H,).

Hiperboloidul cu o panza are urméatoarea reprezentare grafica:
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8 8§3.1. Generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu o panza.

Definitia 3.3. 1) Se numeste suprafata riglata, o suprafata
(Z)cE3, care poate fi generata prin miscarea unei drepte (d),

care se sprijind pe o curbd (I'). In acest caz, dreapta (d) se
numegste generatoarea rectilinie a suprafetei riglate, iar curba (I")
se numegte curba directoare a suprafetei ().

2) O cuadrica se numeste dublu riglata, daca prin fiecare
punct al sau trec doua drepte distincte continute in cuadrica.

Teorema 3.1. Hiperboloidul cu o panza este o cuadrica
dublu riglata.

Demonstratie: Se considera ecuatia canonica a hiperbolo-
idului cu o panza:

R

77 22 p2 2

Aceasta este echlvalent acu

(§+Ej(§—zj :(1+Xj(1_l), rezulta cad urmatoarele familii
a c/\a c b b

de drepte : {(A)\)/)\GR} Si {(A“)/p € R} sunt continute in hiperboloid,

dreptele avand respectiv ecuatiile:

-1=0.

. a ' c ﬂ[”bj’ : .| a i (1 b)
(a,): si (A ]
A Xx_z2_1(41_Y)1cR H 5_521[%1 ueR
ac Al bJ a c ul b) '
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Propozitia 3.1. Prin fiecare punct al hiperboloidului (H1)
trece o generatoare si numai una din fiecare din cele doua familii
de generatoare: (A/J Si (Aﬂj.

Demonstratie : Daca Mo(xo,yo,zo)e(H1), prin inlocuire in

(A/J se obtine un sistem liniar cu o singura necunoscuta A,

compatibil. Se obtine deci o solutie unica 7“0’ ce determind o

singura generatoare din (A}J :

Analog pentru (Aﬂ) : m

Consecinta 3.1. Doua generatoare din aceeasi familie nu se
intalnesc.

Propozitia 3. 2. Orice generatoare din familia (AA) intalneste

o singura generatoare din familia (A/J si reciproc.

Demonstratie : Sistemul liniar $si neomogen de patru ecuatii
cu trei necunoscute: x,y,z ( A,u - fiind dati ), format de ecuatiile

dreptelor (A}J Si (Aﬂ) are determinantul caracteristic nul, oricare

ar fi valorile lui Asi u, deci este compatibil determinat. m

8§4. HIPERBOLOIDUL CU DOUA PANZE.

Definitia 4.1. Se numeste hiperboloidul cu doua panze ,
(Hz), locul geometric al punctelor M din spatiul E3, ale caror

coordonate (x,y,z) in raport cu reperul ortonormat Rz{O,i,],R}

satisfac ecuatia:
2 2 2
(Hz):x—2+y—2—z—2+1:0 , a>0, b>0, c>0.
ac bc c

Daca se considera in mod asemanéator, intersectiile
hiperboloidului cu doua panze cu axele de coordonate si planele
de coordonate , se observa ca acesta are numai doua varfuri , nu
taie planul (xQOy), iar intersectiile lui cu planele (xOz), (yOz) sunt
hiperbole.
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Intersectiile suprafetei (Hz) cu plane paralele cu planul
X2 y2 h2
(xOy), sunt: {a? bz [c_ 1j 0
z=h.

Pentru |h|>c se obtin elipse.
Intersectiile suprafetei (Hz) cu planele de ecuatii x=h si y=h sunt

hiperbole.
Aceasta suprafata are aceleasi simetrii ca si hiperboloidul cu

0 panza.
2 2

2

: Xe ye z
Observatia 4.1. Suprafata (H,|:~—5+25—-—5
M) 22+ 22

b>0, ¢c>0 se mai numeste: hiperboloid cu doua panze cu axa

+1=0 , a>0,

transversala axa (Oz). Atunci si suprafetele: | '2) Sttt 1=0,

2 2
a>0, b>0, c>0 si (H"z):g gz +1 0 , a>0, b>0, ¢c>0 repre-
zinta hiperboloizi cu doua panze dar cu axele (Ox) si respectiv
(Oy) ca axe transversale.
e X2 y? Z?
Definitia 4.2. Suprafata (2): _+F_c__o este un con,
numit: conul asimptot al hiperboloidului cu doua panze, (HZ)'

Hiperboloidul cu doua panze are urmatoarea reprezentare
grafica :
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8 §5. PARABOLOIDUL ELIPTIC.

Definitia 5.1. Se numeste paraboloid eliptic, (PE) locul geo-

metric al punctelor M din spatiul E,, ale caror coordonate (x,y,z)

3 ’
in raport cu reperul ortonormat R = {OI]R} satisfac ecuatia :
2 y2
(PE). a—2+b—2: 2pz , p>0, a>0, b>0.
Intersectia paraboloidului eliptic cu planul (yOz) si respectiv
x=0, y=0,
(xOz) este parabola: y2 si respectiv parabola: x2
5= 2pz, — = 2pz.
b a

Intersectiile suprafetei (PE) cu planele de ecuatii z=h>0, sunt

elipse, iar cu planele de ecuatii: x=h, y=h sunt parabole.
Din forma ecuatiei rezulta ca planele (xOz) si (yOz) sunt
plane de simetrie, iar axa (Oz) — axa de simetrie.
2 2
.Yz :
DI+ =2pX Si
el 2t 2 !

Observatia 5.1. Si suprafetele ( E):

2
X—2+—2:2py, (a>0, b>0, c>0) sunt tot paraboloizi eliptici, dar cu
ac c
axele de simetrie: (Ox) si respectiv (Oy). Daca se schimba pe x cu

2 2
—X, Yy cu -y, z cu -z, atunci ecuatiile X—+Z—:—2py,
a? ¢2

~2

2 ;2 x2 y2 . loizi
2 0_2 =—2pX, a_2 - b_2 =-2pz, reprezinta tot paraboloizi
eliptici, dar orientati dupa axele lor de simetrie orientate negativ.

Paraboloidul eliptic are urmatoarea reprezentare grafica:
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8 §6. PARABOLOIDUL HIPERBOLIC.

Definitia 6.1. Se numeste paraboloid hiperbolic sau sa,

(PH), locul geometric al punctelor M din spatiul E3, ale caror

coordonate (x,y,z) in raport cu reperul ortonormat R:{O,i,],E}

satisfac ecuatia :
%2 y2
Py): “2712 7 2p2 .p>0,220,00.

H
Intersectia cu planul (xOy) sunt dreptele :
X_¥Y_ XY
a0 s {atp 0
z=0 z=0 .

Intersectiile cu plane paralele cu (xOy) de ecuatii z=h, heR’
sunt hiperbolele:

X2 2
—2-§—2ph =0,
z=h.
Intersectiile lui (PH) cu planele (xOz) si (yOz) sunt respectiv
parabolele:
2 .
X< sl y
a2 b?

Intersectiile suprafetei (PH) cu plane paralele cu planul

(yOz), de ecuatii z=h, he R, sunt parabolele:

x=h,
2 2 .
2pz=h—2—y—2, heR",
a b

iar intersectiile cu plane paralele cu planul (xOz), de ecuatii z=h,
heR’", sunt parabolele:

y=h,
2 2 .
2pz:X—2—h—2, heR .
a b

Paraboloidul hiperbolic este simetric fata de (xOz) (yOz) si
axa (Oz).
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Ob ia 6.1. Si tetele L) X220 _opy s
servatia 6.1. Si suprafetele (H) 2 2" py si

2 2
( "H):;’—2—2—2=2px, (sau schimband semnul) sunt tot paraboloizi

hiperbolici, dar cu axa de simetrie (Oy), respectiv (Ox).

Paraboloidul hiperbolic are urmatoarea reprezentare grafica:

<y

Generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic.

Ei _ X2 y2 L : -
ie (PH). —2——2:2pz un paraboloid hiperbolic. Ca si in
ac b

cazul hiperboloidului cu o panzé se obtine:

Definitia 6.2. Familiile de drepte:

XY o242 >-Y=2i
(Alj: aé_bl_l sl (Aﬂj: a§+bX:1 ’
a b 2 a b u

se numesc: generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic.
In concluzie si paraboloidul hiperbolic este o cuadricd dublu
riglata, deoarece prin fiecare punct al sau trec doua drepte
distincte, continute in cuadrica.

Observatia 6.2. Rezultatele propozitilor 3.1 si 3.2
demonstrate in cazul hiperboloidului cu o panza, raman valabile si
in cazul paraboloidului hiperbolic.

8 §7. CONUL.
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Definitia 7.1. Se numeste con, locul geometric al punctelor
M din spatiul E3, ale caror coordonate (x,y,z) in raport cu reperul

ortonormat R = {OI]R} satisfac ecuatia :
2 2 2
Zs+¥5-%5=0,a>0,b>0, c>0.
ac b c
Intersectiile conului cu plane paralele cu planul (xQOy), de
ecuatii y=h, he R, sunt elipsele:

, N,
X2+y2—h2 -0, heR .
a b C

intersectiile conului cu planele (xOz) si (yOz) sunt respectiv
perechi de drepte care trec prin origine, iar intersectiile cu planele
(xOz) si (yOz) sunt respectiv hiperbolele:

y=h s 5N,
2 2 .2 o e .
XZ_Z M g her” ¥ y2—22+h2=0,heR.
a2 02 b2 b= ¢~ a

Daca a=b=c , conul este un con circular.

Conul are urméatoarea reprezentare grafica:

=

8 §8. CILINDRUL.

Definitia 8.1. 1) Se numeste cilindru circular, locul geome-
tric al punctelor M din spatiul E3 ale caror coordonate (x,y,z) in

raport cu reperul ortonormat R = {OI]R} satisfac ecuatia :

x2 +y2 :az, a>0,

unde a se numeste raza cilindrului.
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2) Se numegste cilindru eliptic, locul geometric al punctelor M din
spatiul E3 ale caror coordonate (x,y,z) in raport cu reperul

ortonormat R = 0,i,],k | satisfac ecuatia:

2 2
X +Y__1=0, a>0, b>0,
2 b2
unde a si b se numesc semiaxele cilindrului eliptic.
3) Se numeste cilindru hiperbolic, locul geometric al punctelor M
din spatiul E3 ale caror coordonate (x,y,z) in raport cu reperul

ortonormat R = 0,i,],k | satisfac ecuatia:

2 2
X _Y__1-0, a>0, b>0,
a2 b2
unde a si b se numesc semiaxele cilindrului hiperbolic.
4) Se numeste cilindru parabolic, locul geometric al punctelor M
din spatiul E3 ale caror coordonate (x,y,z) in raport cu reperul

ortonormat R = {OI]R} satisfac ecuatia:

y2:2px, peR.

T z
|

. |.f}‘

N'

cilindrul eliptic cilindrul hiperbolic  cilindrul parabolic
Cilindrii sunt suprafete generate pe drepte paralele cu axa

(Oz) si care se sprijina pe elipsa, hiperbola respectiv parabola din
planul (xOy) de ecuatie: z=0.
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Capitolul 9

GENERARI DE SUPRAFETE

Teoria generald a suprafetelor face obiectul unui capitol
separat din geometria diferentiala.

Prin suprafata datd implicit, se intelege locul geometric al
punctelor M din spatiul E3, ale caror coordonate (x,y,z), in raport

cu reperul ortonormat R ={0,i,j,k}, satisfac o ecuatie de forma:
F(x,y,z) = 0.

Prin curba in spatiu datad implicit, se intelege locul geometric
al punctelor M din spatiul E3 ale caror coordonate (x,y,z), in raport

F(xy,2)=0

Gixy,2)=0’
adica o curba in spatiu este daté ca intersectie a doua suprafete.
Se poate vorbi de familii de suprafete sau familii de curbe in
spatiu.
Ecuatia F(x,y,z,1)=0, 1€R, reprezinta o familie de suprafete,
F(x,y,z,4)=0

G(x,y,z,1)=0,4, ueR

cu reperul ortonormat R ={0,i,],k}, satisfac sistemul: {

depinzand de un parametru, iar sistemul: {

reprezintd o familie de curbe in spatiu.
Daca unei familii de curbe in spatiu i se impune o conditie
suplimentara pentru parametrii 4 si x4, de exemplu: (D(/l,y):o,

atunci din sistemul :

F(x,y,z,4)=0
G(x,y,z,u)=0
CD(/L,u)z 0,

prin eliminarea parametrilor A si u, se obtine: ¥(x,y,z)=0, adica o
suprafata.

9 §1. Suprafete cilindrice.

Definitia 1.1. Se numeste suprafata cilindrica, suprafata
generata prin miscarea unei drepte care ramane paralela cu o
dreaptd datd si se spriind pe o curba data, numita curba
directoare a suprefetei.
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P)=
Se considera dreapta (d) de ecuatii (d): {(Q))—(()) data ca

intersectie a doua plane.

(d)

©)

Fie curba (C) data ca intersectie a doué suprafete :

o [0
(x,y,z)=0.

Dreptele generatoare (A j paralele cu dreapta (d), se

A

obtin ca intersectii a doua familii de plane, paralele cu planele (P)
si (Q):

(Ai j : {(P):Z , L,ueR.
Q= u
Conditia ca aceste drepte s& se sprijine pe curba (C) este ca
(P)=4,
sistemul: E(FQ));: sa aiba solutii.
(G)=0,
Sistemul este subdimensionat , are patru ecuatii si x,y,z,A,u

necunoscute , deci in general este compatibil.
Daca se elimina x,y,z din cele patru ecuatii , se obtine o
singuré ecuatie in A si u : ®(4,4)=0, numitd conditie de sprijin

( sau conditie de compatibilitate a sistemului ).

Daca se inlocuiesc A si p din ecuatille generatoarelor,
A(4, 1), in aceasta conditie, adica ®((P),(Q))=0, se obtine ecuatia
suprafetei cilindrice.

Observatia 1.1. Dacéa este datd numai directia dreptei (d) ,
adicd vectorul ei director: v(l,m,n) , atunci tindnd cont ca toate

dreptele din spatiu paralele cu aceasta directie taie cel putin unul
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din planele de coordonate, se pot scrie ecuatile generatoarelor
ludnd puncte din unul din aceste plane, daca directia nu este
paralela cu el.

- XA Y-z
Deci : (Aﬁ,ﬂj ==t E=T, aid fiind luat un punct M(4, ,0),

A, €R din planul (xQOy). Astfel ecuatiile generatoarelor se mai pot
scrie :

X—A=—2,
ORI
A y—,u:%z,/l,,ueR.

Caz particular: Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice cu
F=0,

G=0.

generatoarele paralele cu axa (Oz) si curba directoare (C): {

x=0 X=A1

Axa (Oz) are ecuatiile: (0Oz): , deci (A j: ,
y=0 Ak) "y =p

A,u R, iar ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele
cu (Oz) va fi ®(x,y)=0 , ecuatie in care lipseste necunoscuta z.

in mod analog se obtin ecuatile suprafetelor cilindrice cu
generatoarele paralele cu axele (Ox) si (Oy).

9 §2. Suprafete conice.

Definitia 2.1. Se numeste suprafatd conica , suprafata
generata prin miscarea unei drepte, care trece printr-un punct fix,
numit varf si se sprijina pe o curba data, numita curba directoare.

Fie V punctul fix. Se poate presupune c& V este obtinut ca
intersectie a trei plane ( eventual paralele cu planele de coordo-
nate) , adica :

(P)=0,

V : {(Q)=0,

(R)=0,
(P)Ex—xO =0,
respectiv, daca V(xo,yo,zo), atunci : 1(Q)= Y=Yo =0,
(R)Ez—z0 =0.
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Toate dreptele care trec prin V pot fi obtinute prin intersec-
tarea fascicolelor de plane :

(a,): {(P)=/1(R),

L) |(Q=uR), AueR.

Fie (C) curba directoare, de ecuatii: (C) : {F(x,y,z):O,
G(x,y,z)=0.

(€)

Conditia ca dreptele generatoare (A/1 ﬂ) sa se sprijine pe

(P)=1R),
(Q)=uR),
(F)=0,

(G)=0,

compatibil. Tn mod analog cu cazul suprafetelor cilindrice, prin
eliminarea lui x,y,z din acest sistem, se obtine conditia de sprijin:
d)(i,y) =0. Daca se inlocuiesc pe A si p din ecuatiile generatoa-

curba directoare (C), este ca sistemul : sa fie

relor (A j , se obtine ecuatia suprafetei conice : Q)((P) @j =0.

Aot (R)'(R)
Observatia 2.1. Daca se tine cont de faptul c& dintre cei trei

parametri directori ai unei directii din spatiu, sunt esentiali doar doi,

o directie oarecare poate avea componentele (l,,u,'l) si atunci,

daca varful este dat prin coordonatele lui, adica : V(xo,yo,zo),

dreptele generatoare au ecuatiile :

X—Xn Y-Yn Z-Z
. 0_Y Y_%"%
(Aﬂ,ﬂj A A I

adica:
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9 §3. Conoid cu plan director.

Definitia 3.1. Se numeste suprafatd conoidd cu plan
director, suprafata generatd prin migcarea unei drepte, care
ramane paralela cu un plan (P), dat, numit plan director si se
sprijina atat pe o curba data (C), numita curba directoare cat si
pe o dreapta data, (d).

Fie (d) : {(Q):O si (C) : {F(X’y’z)zo’

(R)=0 G(x,y,z)=0.

©)

oS

Planele paralele cu planul (P) vor avea ecuatiile (P)=A,
A e€R, iar planele care trec prin dreapta (d) fac parte dintr-un
fascicol de plane: (Q)=u(R), ueR.

Intersectia celor doua familii de plane, dau drepte paralele cu
planul director (P) si care se sprijind pe dreapta (d). Deci ecuatiile
generatoarelor sunt :
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( { (P) = ﬂ"
A :1(Q)
A, j ~~=yu, AueR.
7 R) = U

Daca se impune conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe
curba directoare (C), se obtine sistemul :

(P)=2

@:ﬂ

(R) , care trebuie sa fie compatibil , ceea ce
F(x,y,z)=0

G(x,y,2)=0

conduce la conditia de compatibilitate: CD(/Ly) =0.
Daca se inlocuiesc A si p din ecuatille generatoarelor,

(Al,uj’ se obtine ecuatia suprafetei conoide cu plan director:

(Q)
@ (P),~2|=0 .
&

9 §4. Suprafete de rotatie.

Definitia 4.1. : Se numeste suprafata de rotatie , suprafata
generata prin rotirea ( fara alunecare ) a unei curbe (C) in jurul
unei drepte fixe (d), numita axa de rotatie.

Se observa ca fiecare punct al curbei (C) descrie un cerc cu
centrul pe dreapta (d) , avand planul perpendicular pe axa de
rotatie.
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Deci, se poate spune ca suprafata de rotatie este suprafata
generata de cercuri, cu centrele M, axa de rotatie, (d), de raza
variabila, avand planul perpendicular pe axa si care se sprijina pe
curba (C).

X=Xq _ Y=Y _ Z-2,

Fie axa de rotatie (d) : I -

(C), de ecuatii:
F(x,y,z)=0
(C):
G(x,y,z)=0.
Cercurile generatoare se obtin daca se intersecteaza sfere
cu centrul in Mo(xo,yo,zo) si raza variabila, cu plane paralele si

, Si curba data

perpendiculare pe axa.
o) ol fof -2
Akt IX+my+nz=u, A, ueR.

Daca se impune conditia ca aceste cercuri s& se sprijine pe
curba (C), din sistemul format de ecuatiile cercurilor generatoare si
ecuatiile curbei (C), se obtine conditia de sprijin :

@(Az,ﬂjzo.

Prin nlocuirea lui 42 si a lui p din ecuatiile generatoarelor,
se obtine:

2 2 2
<D[(x—x0) +(y—y0) +(z—zoj ,Ix+my+nz}:0,
care reprezinta ecuatia suprafetei de rotatie.

Observatia 4.1. Se observa ca ecuatia unei suprafete de
rotatie este o functie : ®((S),(P))=0 unde (S)=0, (P)=0 sunt
ecuatiile unei sfere , respectiv a unui plan.

Exemplu : xy+xz+yz=0 este ecuatia unui con de rotatie,

deoarece se poate scrie : (X+Yy+ z)2 - (xz + y2 + 22) =0.
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Capitolul 1

Curbe plane

1.1 Definitia analitica a curbelor plane

Inci din liceu ne este cunoscut faptul ca reprezentarea grafica a unei
functii reale de o variabila reala este, in general, o ,curba plana”. Acest
fapt nu este insa suficient pentru a defini corect notiunea de curba plana
dacd tinem cont c&: 1). Nu orice curbd pland poate fi descrisd ca graficul
unei singure functii (chiar intr-un caz foarte simplu, cum e cel al cercului
224+ 1y% — R? = 0, avem nevoie de doud functii reale, anume, y = v/ R2 — 22 si
y = —V R? — 22, lucrurile stand la fel in cazul elipsei gi hiperbolei). Pentru
aceste curbe, gi nu numai, s-a preferat o reprezentare de forma F(z,y) = 0.

2).Mai mult, din punctul de vedere al cinematicii, o curba plana este
traiectoria unui punct material, si astfel devine util sa descriem curba prin
legatura dintre coordonatele (z, y) ale punctului si timp: x = ¢ (t),y = ¢ (¢) .
Mai precis:

Definitia 1.1 Numim arc simplu de curba plana, multimea punctelor
() din R =R xR ={(z,y) | #,y € R} care satisfac o ecuatie de tipul

(1.1) y=f(z) a<x<b,
sau o ecuatie de tipul
(1.2) F(z,y)=0 a<xr<b c<y<d,

sau un sistem de forma

(1.3) { Z:jg t<t<ts,
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unde f,F,¢,v sunt functii reale de clasa cel putin C' pe domeniile lor de
definitie (a,b,c,d,t1,ta € R), iar ¢ gi 1 din 1.3 stabilesc o corespondenta
bijectiva gi bicontinua intre punctele M € (I') si multimea valorilor para-
metrului t € (t1,ts) .

Ecuatia 1.1 poarta numele de reprezentarea explicita a arcului simplu
'), in timp ce ecuatia 1.2 se numeste reprezentare implicita, iar sistemul
1.3, reprezentarea parametrica a lui (I').

Definitia 1.2 O multime de puncte (I') se numeste arc requlat de curba
plana daca:

1. (T') este un arc simplu de curba planda;

2. in reprezentarile 1.2 g1 1.3 avem, in plus:
(F’+ (F))* >0

(in reprezentarea implicita), respectiv,

(¢)2+ (&)2 >0,

(in reprezentarea parametricd), unde

F F
Fl_a l:a_

oF , 4o o _dY
T9x’ Y Oy

’¢_dt’ Cdt

Conditia (F!)* + (Fy’)2 > ( semnifica faptul ca derivatele F) si F, nu se
N\ 2 N 2
anuleazd simultan in punctul de coordonate (z,y); la fel, (qb) + (¢) >0

exprimd faptul cd ¢ si 1) nu sunt simultan nule in nici un t € (1, t3).

Daca in definitia de mai sus suntem asigurati de continuitatea derivatelor
si neanularea, respectiv cel putin a uneia din derivatele pana la si inclusiv
ordinul n, arcul regulat se spune a fi arc regulat de ordinul n, sau de
clasa n.

Conditiile din Definitia 1.2 poarta numele de conditii de regularitate.

Definitia 1.3 Un punct M € (I') se numeste punct regulat daca el in-
deplineste toate conditiile de reqularitate. In caz contrar, punctul se numeste
punct singular.
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Astfel, putem spune ca un arc regulat este constituit numai din puncte
regulate, eventual exceptand extremitatile.

Definitia 1.4 Numim curba de clasa n o reuniune de arce regulate de
clasa n.

Asgadar, daca (I';) (i € I) este o multime de arce regulate de clasa n, atunci
curba (C) de clasa n arata ca in fig. 1.1 (sd observdm ci ea poate avea si
sintreruperi”):

(1.4) (C) = U (I).

~/1

fig. 1.1

b v v ot e
oo e e

e e T e——,
e o it s o
I
e =~
o

Prin definitie deci, unui arc ii poate corespunde cel putin una din reprezen-
tarile de mai sus.

Conditiile de regularitate nu sunt altceva decat impuneri ale analizei ma-
tematice pentru a exista posibilitatea de trecere de la o reprezentare la alta
reprezentare, pentru orice arc regulat de curba plana, sau pentru orice arc
simplu de curba plana, in vecinatatea unui punct regulat al ei.

e Intr-adeviir, trecerea de la reprezentarea 1.1 la reprezentarea 1.2 se
realizeazd simplu luand F (z,y) =y — f () = 0.

e Pentru a putea trece de la reprezentarea 1.2 la reprezentarea 1.1 aplicam
teorema de existenta a functiilor implicite.

Teorema 1.5 Data o ecuatie de forma 1.2, verificata de valorile v = xg, y =
Yo, pentru care functia F (x,y) si derivatele ei partiale F, F, sunt continue
in vecinatatea valorilor xo, Yo, atunci exista o singura functie y = f (x) care,
in vecinatatea valorii xq, verifica identic ecuatia 1.2 i ia valoarea vy pentru
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r = x9. Mai mult, aceasta functie este bijectiva si continud in vecindtatea
valorii xo st are deriwvata continua data de formula:

F/
1.5 =z
(1.5) V="F
e Trecerea de la reprezentarea 1.1 la reprezentarea 1.3 se realizeaza sim-
plu prin:
=1
1.6
(16) { y=f(t)
sau prin
T =¢(t)
1.7 ;
(L) LT

ceea ce ne arata ca reprezentarea parametrica nu este unica.

e In fine, conditiile de regularitate ne asigur ci pentru o valoare t = t, €

(t1,t2) avem de exemplu ¢ (ty) # 0 si existd inversa functiei x = ¢ (¢),
s& spunem t = ¢ ' (z) intr-o vecinitate suficient de mici a valorii
tg. De unde y = ¢ (gb_l (m)) , este trecerea de la reprezentarea 1.3 la
reprezentarea 1.1.

Exemple:

1. Cercul: 22+ y? — R? = 0 (in reprezentarea implicitd); o parametrizare
a acestuia este

x = Rcost
{ y— Rsint t €0, 27].
2 2
2. Elipsa: — + i 1 =0 (in reprezentare implicitd), sau
a
T = acost
{ y =bsint ’ t € 0,27]
(in reprezentare parametrica).
2y
3. Hiperbola: — — = 1 =0 (in reprezentare implicita), sau
a

x = acht
{ y = bsht t € [0, 2]

(In reprezentare parametrica).
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Geometria diferentiala a curbelor plane se ocupa, in mod special, de
studiul arcelor simple sau arcelor regulate de clasa n, in vecinatatea unui
punct regulat. In cele ce urmeazs, vom neglija posibilitatea ca un punct al
unei curbe sa apara ca punct regulat intr-o reprezentare i ca punct singular
in alta reprezentare.

1.2 Lungimea unui arc de curba plana. Ele-
ment de arc

Pentru a defini lungimea unui arc AB al unei curbe plane (C'), vom

inscrie in AB un poligon cu n laturi care uneste punctele extreme A, B ale
arcului (fig. 1.2).

jn

fig. 1.2

Acest lucru poate fi facut pentru fiecare intreg pozitiv n, intr-un mod
arbitrar, insa in asa fel ca lungimea laturii celei mai mari sa se apropie de
zero, cand n tinde la infinit. Lungimile L, ale acestor poligoane se obtin
din teorema lui Pitagora. Daca girul {L, } al acestor lungimi este convergent

cu limita L, atunci arcul AB al curbei (C) se spune a fi rectificabil, iar

valoarea [ = L - este numita lungimea arcului AB al curbei (C).

Teorema 1.6 Orice arc AB al unei curbe (C) de clasa cel putin 1 (unu), este

rectificabil. Daca arcul AB al curbei (C') este dat in reprezentarea explicita
(1.8) y=f(z), © €xra,xp] C (a,b),

atunct lungimea sa este data de

B

(1.9) LAAB:/ 1+ (f'(x))%dz,

TA
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iar daca arcul AB al curbei (C') este reprezentat parametric prin

r=x(t)

— t € [ta,tp] C (t1,ta),

(1.10) {

atunci lungimea sa este data de

(1.11) Lo, :/ :tZ(t) + QQ(t)dt,

unde —@ ) —@
“a Y T ar

Demonstratie. Consideram o linie poligonala P, (cu n laturi), cu var-
furile

M;(z;, f(z;)) (7=0,1,2,...,n; 20 =24 <21 < ...<Zp_1 < Ty =1Tp).
Atunci, P, are lungimea
L(P)=lL+Ils+...+1,,

unde [; = M;_1 M; este lungimea laturii a i-a a lui P,.
Avem, evident,

(1.12) =\ s = 2 0)? + (F (@) — Flmin)?,

Deoarece functia f(x) este continud, cu derivata f’(z) continud, putem
aplica teorema mediei din calculul diferential:

@) = fic) = f(&) (@i —wim1) (w1 <& < 3y).

si atunci relatia 1.12 devine

L= \/1+(f (&) (2 — 2i1).

Suménd dupa 7 de la 1 la n, obtinem:

(113) L(P) =Y\ 1+ (P (€)= i),

Deoarece f’ este continua (deci, integrabild Riemann) si lungimea coardei
maxime tinde la zero, suma din 1.13, pentru n — 0o, se apropie de integrala
1.9.
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Fédcand schimbarea de variabild x = x (¢) in 1.9 si tinand cont de:

: dy dy dt
et / et / = — = — ¢ — = —
de=x(t)dt, f'=y vt A

obtinem din 1.9:

B tp
J— 2 J—
T A ta

adica formula 1.11. =

Daca schimbam valoarea fixa tg in 1.11 printr-o variabila ¢, atunci L
devine o functie de ¢, s& spunem, s (¢). Inlocuind ¢, printr-o valoare fixati
ty € (tl,tg) y 0b§inem:

(1.14) s (t) = /\/:};2+y2df =L =%

dt’”  dt

Notam cu M, punctul de pe curba care corespunde valorii ¢y a parametru-
lui si cu M, pe cel corespunzator valorii ¢. Functia s (), numitd lungimea

arcului MyM al curbei (C), are o interpretare geometricd simpla. Pentru
aceasta dam definitia de mai jos:

Definitia 1.7 Numim sens pozitiv pe o curba (C), sensul care corespunde
cregterii valorilor parametrului ales pe curba (fig. 1.3).

EAR L) A1)
N
ye + 9/;
ﬁ/‘; X, ¥ /}, >t
-\"/_ ] -ﬁo
wo : Yo
S
Yo < Xo
fig. 1.3

Revenind la 1.14, daca ¢ > ty, atunci s (t) este lungimea portiunii din (C')
cu punctul initial My (to) si punctul final M (t). Daca t < ty, atunci s (t) este

negativ, si lungimea arcului MyM este datd de —s (t) > 0.
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Teorema 1.8 Lungimea de arc s (t) poate fi intrebuintata ca un parametru
in reprezentarile parametrice ale curbelor. Trecerea de la t la s pastreaza
clasa curbei.

Demonstratie. Din 1.14, avem asiguratd continuitatea functiei s (t),
neanularea derivatei lui s (¢) in raport cu parametrul ¢:

(1.15) s (t) = i +g)2 >0

si faptul ca functia s (f) este monoton crescatoare. Rezulta cad functia:
s=s(t)

data de 1.14 admite o functie inversa, sa spunem:
t=t(s),

care inlocuita in ecuatiile parametrice 1.10, conduce la ecuatiile parametrice:

= (t(s))
(1.16) { y=y(t(s))

si demonstreaza prima parte a teoremei.
Presupunand acum 1.10 de clasi n, rezultd ci functiile z (¢), y (¢) sunt
de clasi n — 1; din 1.15, s (¢) este de clasi n — 1 si s () # 0. Din 1.16 avem:

d dv dt  x d dy dt 1
(1.17) dv_ar ot T 4y _dy ot _ Y
ds dt ds g ds dt ds g4
ceea ce implica:
2

dr\? dy 2 i2—|—y
Is + Is = ) =1=#0,

S

d d
adica d_x (s), d_y (s) sunt de clasd n — 1 gi deci curba 1.16 este de clasa
s

n. In plus, daci un punct P € (C) este regulat in reprezentarea avand ca
parametru pe t, atunci el este regulat si in reprezentarea 1.16. Cu aceasta,
demonstratia este completa. m

Parametrul s este numit parametrul natural al curbei (C'). Vom
vedea ca utilizarea reprezentarii parametrice 1.16 simplifica unele consideratii
asupra curbelor plane.
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Observatia 1.9 Continuitatea functiilor din 1.8 sau 1.10 nu este suficienta
pentru existenta lungimii unui arc .

De exemplu, multimea de puncte data prin:

o 0 t=0
rTe=L Y= tsin (1), t>0

nu are o lungime finita (fig 4).

¥
///
//
-
WA
x
~
<
~
~
~

\/\
fig. 1.4

Din 1.17, obtinem pentru lungimea de arc formula:

Lo = / (dx)® + (dy)*.

Expresia v/dx? + dy? se noteazi cu ds si se numeste elementul de arc
(liniar) al curbei (C'). Cu alte cuvinte, avem:

(1.18) ds® = da® + dy?,
sau
2 .2
(1.19) ds=\z +vy dt,
sau inca,
(1.20) ds = +/1+y?dz.
L ,_dy o dy
Reamintim ca am notat ¢y’ = — siy = —.
dx dt
Exercitiul 1.10 Sa se determine elementul de arc, lungimea arcului si
_ 3
parametrizarea naturala (relativ la to = 0) pentru curba { :my: 3210532 ,

te[0,7/2].
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1.3 Contactul a doua curbe plane

Problema intersectiei a doua curbe plane se reduce la problema algebrica
de rezolvare a sistemului format din reprezentarile curbelor in discutie.
Sa ne fixdm atentia asupra unui punct, sa spunem My, comun celor doua
curbe.

Definitia 1.11 Spunem ca doua curbe plane au intr-un punct de intersectie
un contact de ordinul n € N, daca in acel punct sunt confundate n+1 puncte
comune ale celor doua curbe (punctul de intersectie este comun de n+1 ori).

1.3.1 Cazul in care ambele curbe sunt date in
reprezentarea explicita

Fie curbele (Ch) si (Cs) date respectiv prin reprezentarile y = f (z) si

y=r2(z).
Asga cum am spus, gasirea punctelor comune revine la rezolvarea sistemu-
lui format din reprezentarile curbelor (C4) si (Cs), adica:

a2 Uk

Sistemul de mai sus este echivalent cu

{y:fi(x) (1 =1 sau 2)
fi(@) = falz) =0

Rezolvand ecuatia

(1.22) E(2) = fi (2) - fo(2) =0,

obtinem abscisele punctelor comune ale celor doua curbe, sa spunem z; (i =
0,2,...,k,...,s), pentru care avem:

fi(z) = fa(zy) i=1,2,..s.

Daca x = xy este abscisa punctului M, in care cele doua curbe au un
contact de ordinul n, inseamna, conform cu definitia 1.11, ca x = z( trebuie
sa fie radacind de multiplicitate n + 1 a ecuatiei FE (z) = 0. Aceasta revine la
faptul (cunoscut din analiza matematica):

E () =0, E' (z9) = 0, E™ (z) = 0, s B (29) # 0.
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Ultimele relatii se pot scrie, tindnd cont de 1.22, sub forma:

fi(wo) = f2 (o)
f1 (wo) = f3 (o)

(o) = £ (w0)
U (20) # £ (o)

Am demonstrat astfel:

Teorema 1.12 Daca doua curbe date prin ecuatiile y = f1(x),y = fo(x)
au intr-un punct My un contact de ordinul n, atunci functiile fi (x), fo (z) §i
deriatele lor pdna la si inclusiv ordinul n vor fi egale in acel punct, derivatele
de ordinul n + 1 avdnd valori distincte.

1.3.2 Cazul in care o curba este data parametric, iar a
doua, implicit

Sa consideram acum curba (C) datd prin ecuatiile parametrice
{ x=x(t)
y=yl(t)

F(z,y) =0.

Determinarea punctelor de intersectie intre aceste curbe inseamna re-
zolvarea sistemului

iar curba (Cy) datd prin

r=uz(t)
y=y(t)
F(z,y) =

sistem care este echivalent cu sistemul de mai jos:
r=x(t)
(1.23) y=y(t)
F Y

Din ultima ecuatie a sistemului 1.23 obtinem valorile ¢;
(1=0,2,...,k,...,s) ale parametrului ¢, corespunzatoare punctelor
M; (z (t;) ,y (t;)) comune curbelor (C4) si (Ca).

Daca in punctul M, corespunzator valorii ¢ty a parametrului ¢, cele doua
curbe au un contact de ordinul n, atunci ¢t = t; trebuie sa fie radacina de
multiplicitate n + 1 pentru ultima ecuatie 1.23. Cu alte cuvinte, avem:
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Teorema 1.13 Daca o curba este data parametric prin ecuatiile

=z (t . . . .
{ Z_iét)) , tar o alta curbd printr-o ecuatie implicita F (z,y) = 0
gi daca notam ® (t) = F (xz (t),y (t)) functia obtinuta prin inlocuirea ecuati-
tlor parametrice in membrul intdir al ecuatiei implicite, atunci conditiile
ca intr-un punct My corespunzator parametrului ty sa avem un contact de

ordinul n sunt:
(1.24) D (tg) =0, (tg) =0,..., 8" (tg) =0 g &Y (1) #£ 0.

Exemplul 1.14 Sa se stabileasci ordinul contactului intre curbele: (Cy) :
y=1Inx gi (Cy):y=x—1 in punctul de abscisa r = 1;

Avem fi(z) = Inz, fo(x) = x — 1 §i fi(1) = f2(1) = 0. Calculand
derivatele acestor functii in z = 1, obtinem ca

A = f(1)=1
1) = —1# /(1) =0,

deci, cele doua curbe au un contact de ordinul 1 in punctul considerat. Cu
alte cuvinte, punctul My(1,0) este comun de doud ori.

Exercitiul 1.15 Sa se stabileasca ordinul contactului intre curbele: (Cy) :
y=cosz gi (Cy): 22 +y?>—1=0 in A(0,1).

O parametrizare a curbei y = cosx este © = ¢, y = cost. Construim
functia
D (t) = t* + cos®t — 1.

Avem @ (0) = &' (0) = ®”(0) = & (0) = 0, PV (0) = 8 # 0, si de aici
deducem ca ordinul contactului intre cele doud curbe este n = 3 (adica, cele
doua curbe au in A(0,1) patru puncte comune confundate sau, echivalent,
punctul A(0,1) este comun de patru ori).

1.4 Dreapta tangenta si dreapta normala
intr-un punct regulat

Definitia 1.16 Dreapta tangenta la o curba intr-un punct regulat My este
limita dreptei secante MoMy la curba cand Mo — My (fig. 1.5).
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—

M

{dreaptd secantd) {dreapta tangenta)

fig. 1.5

Tinand cont de definitia contactului a curbe plane (def. 1.11), conchidem
ca: dreapta tangenta este dreapta care are cu curba, in punctul
regulat M, un contact de ordin n > 1 (adica cel putin doud puncte
in comun).

A. Fie M (zg,yo) un punct regulat al curbei (C): y = f(z); cautdam
dreapta tangenta sub forma explicita y = max 4+ n. Conform teoremei 1.12,
trebuie sa avem indeplinite conditiile:

(1.25) mxo+n = f(x9), m= f (zo).

De aici obtinem ca

(1.26) m = f’ (z0), n = f(z0) — o f' (o) -

Substituind acum relatiile 1.26 in ecuatia y = mz + n gi notand yo = f (),
obtinem pentru tangenta intr-un punct regulat M (xg, o) la curba datd in
reprezentare explicita y = f (z) ecuatia:

(1.27) y—vo = f" (w0) (x — x0).
In cele ce urmeazi, vom mai folosi notatia
Yo = [ (20) .

Observam ca 1.26 reafirma un lucru cunoscut din analiza matematica re-
feritor la interpretarea geometrica a derivatei f’(zq): derivata f’(xq) este
panta tangentei la curba in punctul de abscisa xy.

B. Fie acum curba (C) datd in reprezentarea parametrica

=x(t . o .. .
{ i B ;E t; , §1 My € (C') un punct regulat, corespunzator valorii ¢y a lui ¢;
cdutam dreapta tangentd in M, sub forma generald (implicitd)

(1.28) Az + By +C =0.
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atunci, in conformitate cu teorema 1.13, trebuie sa avem indeplinite conditi-
ile:

(1.29) Az (to) + By (tg) + C = 0,
(1.30) Az (to) + By (ty) = 0,
(1.31) A3 (1) + Bylt) # 0, (i = %0 5 =20

Not#m pentru simplitate x (to) = 7o, ¥ (to) = vo,  (to) = Zo, ¥y (to) = Yo
etc.

Sistemul format din ecuatiile 1.28, 1.29, 1.30 in necunoscutele A, B, C
este un sistem omogen care trebuie sa admita solutie nebanala, adica trebuie
sa avem:

r oy 1 rT—x9 Yy—Yo O
To Yo 1 =0 sau Zo Yo 1 — 07
Tro Yo O 7o Yo O

care se mai poate scrie:

(1.32) cAmb e

Zo Yo

si reprezinta ecuatia dreptei tangente la curba data parametric intr-un
punct regulat al ei My (t = to).
Observatie. Ecuatia 1.32 se putea obtine din ecuatia 1.27 tindnd cont

de relatia i/ = y
T
C. In fine, dacd in punctul regulat M (xo,y0) al curbei (C) datd in
reprezentarea implicita F' (z,y) = 0, cdutdm dreapta tangenta in M, sub
forma parametrica

(1.33) { T =ToF1ln

Y = Yo + tvs

in conformitate cu teorema 1.13 (® (t) = F (x¢ + tvy, yo + tvz)), trebuie si
avem indeplinite conditiile:

F(I’o,yo)zo, F;:;O'vl—{_F?:,O'UQ:O
(Fry = Fy (0,90) = (F}) a5 By = Fy (T0,90) = (Fé)Mo)a

unde am tinut cont ca punctul My (g, yo) corespunde valorii tg = 0 a para-
metrului ¢ si de formula de derivare:

d OF du OF dv
%[F(U(t),v(t))]:%'EﬂL%'E-

(1.34)
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Prima egalitate 1.34 afirma cd My € (C), iar din cea de-a doua, putem
explicita

() F!
1.35 — =0,
) w R,
Elimindnd parametrul ¢ din ecuatiile 1.33 si tindnd cont de 1.35, obtinem
ecuatia dreptei tangente in punctul regulat M, (z¢, o) al curbei (C)
data in reprezentarea implicita F' (z,y) = 0 sub forma:

(1.36) (& = @) - Fyy + (y = y0) - Fy, = 0,

Observatie. Ecuatia 1.36 se putea obtine din ecuatia 1.27, tindnd cont
de formula de derivare a functiilor implicite.

Definitia 1.17 Dreapta normala intr-un punct requlat al unei curbe plane
este dreapta ce trece prin acel punct, perpendiculara pe dreapta tangenta.

Notand cu my, panta tangentei si cu my panta normalei, vom avea: 1y, -
my = —1 si de aici rezultd cu usurinta ecuatiile pentru normala intr-un
punct regulat al curbei, data in diverse reprezentari.

Daca curba (C) este datad in reprezentarea explicita, ecuatia dreptei
normale in punctul regulat My (g, yo) este:

1
(1.37) Yy—yo=——(z—m).
Yo

Dacd curba (C) este datd in reprezentarea parametrica, ecuatia
dreptei normale in punctul regulat M, (¢ = ty) este:

(1.38) (z — o) - @0+ (¥ — o) Yo = 0.

Daca curba (C') este datd in reprezentarea implicita, ecuatia dreptei
normale in punctul regulat My (g, yo) este:

T — o _ Y—"%Yo
I, Iy,

(1.39)

In final, notand cu T (respectiv cu N ) intersectia intre dreapta tangentd
(respectiv dreapta normald) in punctul regulat M si axa Oz, se pun in evi-
dentd urmétoarele segmente: segmentul tangenta (S;, = M,T'), segmen-
tul normala (Sy = MyN) , segmentul subtangenta (Sy,) si segmentul
subnormala (S,y), ultimele doua fiind, respectiv, proiectiile ortogonale ale
lui Sy si Sy pe axa Oz (fig. 1.6).
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fig. 1.6

Deducerea lungimii acestor segmente este o operatie trigonometrica,
tindnd cont ca:
/ .
m=tga =y, si MoP = |yo].

Obtinem:
Sstg = y_Z , Ssn = 1Yo - Yol
respectiv
Stg = Z—z V1+ui Sy =lyol\/1+yg,

cum usor se poate constata.
Mai mult, daca trecem la parametrizarea cu s - lungimea de arc, si tinand
cont de 1.20, avem:

Sst 1 dz
1.40 = g _ -
( ) COoS & Stg T2 Y 62 ds ‘Moa

si

>

(1.41) sina = 20 = O _ (ydx) = d—y|M0-
Stg /1 +yR ds ), ds

Exercitiul 1.18 Sa se arate ca o curba este parabola daca si numai daca
are in fiecare punct segmentul subnormala constant .

1.5 Cercul osculator al unei curbe plane

Este binecunoscut din geometria sinteticd (elementard) cad trei puncte
necoliniare determina un cerc si numai unul ce trece prin ele.
S& consideram un punct regulat M al unei curbe plane (C') si doud puncte

M, ﬁo infinit apropiate de My. Daca aceste trei puncte nu sunt pe o aceeasi
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dreapta, atunci ele determind un cerc unic care trece prin ele. Apare in mod
natural intrebarea: in cazul in care M, si My tind de-a lungul lui (C) citre
My, un astfel de cerc mai exista? Raspunsul, dupa cum vom demonstra mai
jos, este, in general, afirmativ, cu mici exceptii, pe care le vom specifica. Mai
intdi dam definitia care urmeaza:

Definitia 1.19 Numim cerc osculator al unei curbe plane intr-un punct
requlat, cercul care are cu curba in acel punct un contact de ordin cel putin
doi (n >2; n+12> 3, adica cel putin trei puncte comune confundate).

Fie curba (C') datd in reprezentarea parametricad © = z (t) ,y = y () si un
punct My € (C') corespunzator lui t = to; cdutdm ecuatia cercului sub forma
implicita

(1.42) (x—a)’+(y—B)— R =0,

unde «, § - coordonatele centrului si R - raza cercului, le vom determina din
conditiile de contact. In conformitate cu teorema 1.13, pentru care

(1) = (@(t)~ ) +(y ()~ B~ R
143)® (1) = 2{w () —aa )+l - Ay},

o' (t) = 2{lr () —ali M+ F5M+5 O +5 B,
va trebui sa avem
(I) (to) — 0, (I), (tg) - O, CI)” (t()) - O,

contactul fiind de ordin cel putin doi (punctul M, fiind comun de cel putin
trei ori).
Rezulta ca «, #, R sunt solutiile sistemului

(w0 — )+ (yo— B)* — R* =0
(1.44) (zo — @) 2o + (0 — B) Yo :20
(w0 — @) 0+ (90 — B) o = — (70 + 90 -
Consideram sistemul (liniar) format din ultimele doud ecuatii 1.44, in

necunoscutele o — a, yp — 5; in ipoteza ca determinantul acestuia este diferit
de zero, adica

To Yo
To Yo

(1.45) £0,
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prin regula lui Cramer gasim:

7.2 .2 o2 2

Yo (xo + ?Jo) —X (% + yo)
(1-46) To—a=——""", Yo—fB=—7 PE—

ToYo — ToYo ToYo — ToYo

din care deducem pentru coordonatele «, 3 ale centrului cercului expresiile:

. .2 .2 . .2 .2

Yo <370 + yo) Zo (xo + yo)
(1-47) O=To— — B=yo+ —""7T".

LoYo — ToYo ToYo — ToYo

Din prima egalitate 1.44 si din 1.46 deducem raza R a cercului osculator:

.2 /.2 .2 .2/7.2 .2 .2 .2\ 3
) Yo <950+ 3/0) Ty (950“‘ 3/0) (55’04' yo)
R = —— R N2 . N
(xoyo - 35090) (iﬂoyo - CEoyo) (xoyo - x0y0>
sau
2 2\ s
(%“‘ yo)
(1.48) R=|——1—2—

it — ot
Dacé curba (C) este data in reprezentarea explicita y = f (x), atunci
consideram parametrizarea x = t, y = f(t) si avem
(]_49) le,i:073.J:f/ang”,t0:$0§

inlocuind in 1.47 gi 1.48, coordonatele centrului si raza cercului osculator,
intr-un punct regulat al curbei, sunt date de:

3
yl 1+y/2 1+y/2 1+y/2§
(1.50) 06:330_M7ﬁ:y0+( ”0)7R: ( //0)
0 Yo Yo

Pentru a raspunde complet la problema existentei cercului osculator, tre-
buie sa ridicam ipoteza 1.45.

Cercetim cazul in care determinantul | ~° Y0 | este nul. Tinadnd cont
To Yo
de 1.49, obtinem:
I
(1.51) =0,

0y
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care conduce la yj = y"(zo) = 0, adicd, z, este punct de inflexiune pentru
graficul lui f.
Presupunand acum ca 1.51 are loc pe un intreg interval (z1,x2), avem

y'(x) =0, Vo € (21, 22).

Integrand, obtinem y = ¢z + ¢», adicd ecuatia unei familii de drepte. In
acest fel, am obtinut:

Teorema 1.20 Orice curba de clasa cel putin 2 in vecinatatea unui punct
requlat si neinflexionar, admite un cerc osculator si numai unul, in acel
punct. Daca curba este data in reprezentarea parametrica (respectiv, ex-
plicita), atunci coordonatele centrului §i raza cerului osculator sunt date de
formulele 1.47, 1.48 (respectiv, 1.50).

Remarcam deci cd: a) in punctele dreptelor; b) in punctele unui arc -
segment de dreaptd - al unei curbe; ¢) in punctele de inflexiune ale unei
curbe, nu putem atasa cerc osculator.

1.6 Curbura si raza de curbura a unei curbe
plane

Pentru a introduce notiunea de curbura a unei curbe plane, ne vom
aduce aminte de relatia care exista intr-un cerc, intre unghiul la centru, arcul
corespunzator si raza cercului.

Sa consideram un cerc de centru O si raza R, doua tangente in punctele
M; §i M; si sd notam cu « (méasurat in radiani) unghiul M;OM;, iar cu

arco = le\]\/[g (fig. 1.7).

fig. 1.7

Deoarece OM; L MiT si OM, L Ms5T;, rezulta ca « este si unghiul
tangentelor.
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Cunoagtem ca

—~

MM, = arca = o - R radiani,
de unde

o 1
(1.52) el (constant).

Relatia 1.52 ne arata ca oricare ar fi pozitia punctelor My, M, pe cerc,

raportul intre unghiul tangentelor si arcul M;M, este acelasi sau cu alte
cuvinte, "abaterea” cercului de la tangenta este aceeasi in orice punct al

1
cercului si anume, I cantitate numita curbura cercului.

In cazul unei curbe plane oarecare, acest lucru nu se mai intampls, dar
sugereaza introducerea notiunii de curbura, in general, pentru o curba plana
oarecare intr-un punct regulat.

Definitia 4.1. Numim unghi de contingenta al unui arc de curba,
si-1 notam cu A«, unghiul ascutit format de tangentele duse la extremitatile
arcului (fig. 1.10).

Definitia 4.2. Numim curbura medie a unui arc de curba, si o
notam cu K,,, raportul dintre unghiul de contingenta si lungimea arcului:

Ao
1. K, = —.
(1.53) m= A,

Definitia 4.3. Numim curbura unei curbe intr-un punct, si o notam
cu K sau —, limita curburii medii cAnd lungimea arcului tinde catre zero;

inversul curburii poarta numele de raza de curbura a curbei in acel punct:

1 . A 1 . As
(1:54) K=q=tmiy P=gp=lmg,

Ne propunem sa determinam o expresie analitica pentru calculul cur-
burii. In acest scop, fie curba (C') dat4 in reprezentarea explicitd y = f (),
de clasd cel putin 2 in vecindtatea unui punct regulat M (z,y) al curbei,
M (z + Az, y + Ay) un punct al lui (C) infinit apropiat de M si T, T tan-
gentele in M si M, care formeazi cu axa Ox unghiurile ¢ si respectiv ¢ + A¢
(fig. 1.8). Presupunem, in plus, cd y” # 0.
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i}i

fig. 1.8
Din teorema unghiului exterior, avem
o+ AP =0+ Aa,
de unde
Aa = Ag.
Curbura K este atunci data de

. Ao AP N~
B2 RS T A As T A T

in care am tinut cont de ultima egalitate, apoi am impartit numaratorul si
numitorul cu Az si am folosit faptul c&, dacd As — 0 (M — M), atunci
Az — 0.

Facand apel la interpretarea geometrica a derivatei, si anume:

dy
!
= — = t
V= 9o,
obtinem
¢ = arctgy’

si deci

dp 1 "

dx_l—i—y’Q‘y

Pe de alta parte, avem

ds

— =/1+9y"2

dx +y
Ultimele doua egalitati conduc la relatiile dorite:

3
v (Y7
% ’ - y// :

1.55 K=—7
159 (1+y7)
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Observatia 1.21 Prima formula 1.55 calculata intr-un punct My (xo,yo) ,
abstractie facind de semn, este identica cu formula razei cercului osculator
(1.50). Concludem: modulul razei de curburd a unet curbe intr-un
punct este egal cu raza cerculut osculator al curber plane in punctul
respectiv.

Astfel, tindnd cont de 1.55, am demonstrat

Teorema 1.22 Curbura si raza de curbura intr-un punct regulat al
unet curbe de clasa cel pufin 2 in vecinatatea unut punct regulat st
neinflexionar sunt determinate in mod unic si diferite de zero, astfel:

1. prin formulele

3
2

y// R (1 + y/2>
%’ - y// ’

(1.56) K=—7
(1+y?)

daca curba este data in reprezentarea explicita y = f(x);

2. prin formulele:

o e e . .2 .2 5
Ty — ay (7 +v)
—— 5 BR=——,
.2 .2\ 2
(x +y )

Ty — TY
daca curba este data in reprezentarea parametrica v = x (t) ,y =y (t),
derivatele fiind luate in punctul considerat.

(1.57) K =

Daca curba de clasa cel putin 2 este data in reprezentarea implici-
ta F'(z,y) = 0, atunci pentru calculul curburii si razei de curburd putem
folosi formulele 1.55 in care tinem seama de formula de derivare a functiilor
implicite

£
(1.58) y = — 5
y
Derivand 1.58, avem:
"o d_y/:_i ﬂ :_Fé%<F:£>_F;%(F;):
Y dz dz \ F (Fz;)2

Fy (Rl + Fly ) = Fy (B + F o)
(7)° |
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O?F . O*F [ O*F o O*F
ox2’ "W 9rdy’ VT ydx’ Y oy’
Facand apel la faptul c&d clasa curbei este cel putin 2, (este indeplinita

teorema lui Schwartz F, = F}’ ), obtinem:

unde am notat clasic: F x”Q =

2 2
FEFh—2F Fy-Fl 4 B FY

x2
(1.59) y' = fal
Y

Printr-o demonstratie identica cu cea a teoremei 1.20 din paragraful prece-
dent, obtinem:

Teorema 1.23 Curbura unei curbe este identic nuld dacd §i numai daca
curba este o dreapta.

Din acest motiv, exprimandu-ne ”grosso modo”, putem spune ca curbura
unei curbe intr-un punct masoara ”abaterea” curbei de la o linie dreapta,
anume "abaterea” de la dreapta tangenta la curba in punctul respectiv.

Exemplul 1.24 Fie curba (cicloida)

{ x =7(t —sint)

y=r(l—cost), teR,

Determinati centrul cercului osculator, curbura si raza de curbura intr-un
punct curent al acesteia.

Avem: i+ 9% = 2r?(1—cost), iy — 2y = —r*(1 —cost), de unde obtinem
coordonatele centrului cercului osculator:

a=r(t+sint), = —r(l —cost);

curbura este K = —2ry/2(1 — cost) = —4r , lar raza de curbura,

.t
sin —
2

1.7 Puncte singulare si puncte multiple ale
unei curbe plane

1.7.1 Puncte singulare

Conform cu cele discutate in paragraful 1, un punct singular My(xo, yo)
al unei curbe plane (C) poate fi caracterizat si prin:
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F;;(I())y()) = 07 F;<I07y0) = 07

dacd (C) este datd in reprezentarea implicita F'(x,y) = 0, respectiv,

#(to) =0,  g(to) =0,

dacd (C) este data in reprezentarea parametrica x = x(t), y = y(t), iar My
corespunde valorii #y, a parametrului.

In reprezentarea explicitd y = y(z), toate punctele in care functia y este
de clasa cel putin unu, sunt puncte regulate.

Dupa cum se poate observa din 1.32 gi 1.36, punctele singulare sunt exact
acele puncte in care nu putem determina in mod unic (cel putin la o prima
evaluare) dreapta tangenta.

In cele ce urmeazs, incercim s& determindm forma curbei plane in vecini-
tatea unui punct singular al ei, dat prin conditiile de mai sus.

Fie, pentru inceput, curba (C') datd in reprezentarea implicita
F(z,y) = 0. Punctele singulare M, sunt, in acest caz date de solutiile (o, yo)
ale sistemului

Fg/c(l“o,yo) =0
F(l’oy yo) =0

Mai general, putem spune ca un punct My(xg,yo) € (C) este singular de
ordin k, daca toate derivatele partiale ale lui F' pana la ordinul £ — 1 inclusiv
se anuleazd in (xg, o), si exista cel putin o derivatd partiald de ordinul k,
nenula in acest punct:

o'F
W(%,yo) = 0, V(r,s)cur+s=1,1=1,...k—1;
" ox’
OFF :
a—a(xo,yo) # 0, pentru cel putin un (r,s) cu r + s = k.
x"dx’

In cazul particular k = 2 (adicd, in cazul in care M, este punct singular
de ordinul al doilea), panta tangentei la curba este

F; F (o, yo)
]..6]_ m = y, = — (_33) — __Z ) :
(1.61) 0 Fy) o Fy (10 m0)

) 0
constatam cd avem o nedeterminare de forma 0
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Ridicam nedeterminarea aplicAnd regula lui I’Hospital:

d /
, B £(FI> B F// F/y y
o=y @)=—|7g—| =- W )
. (F/) i v? Mo
dr N Y7
adica
F/I F:I/:I yl
(1.62) Vo=~
moyo yg ! yO

Notand y; cu m, obtinem din 1.62:

Teorema 1.25 In cazul unui punct singular de ordinul al doilea, pantele
tangentelor la curba sunt date de ecuatia:

(1.63) Fly-m?*+2F),

ZoYo

-m +

I. Sa presupunem, mai intai, ca F;'g # 0, adica, 1.63 este o ecuatie de
0

gradul al doilea. In functie de semnul discriminantului acesteia

R ( Fi/lo Yo ) FJ/:/ yo

putem distinge urmatoarele trei cazuri in ceea ce priveste natura punctelor
singulare de ordinul al doilea:

1) R > 0; in acest caz, in punctul considerat avem doud drepte tangente
reale si distincte, punctul este un nod (fig 1.9 (a)).

2) R = 0; in acest caz, in punctul M, avem doud drepte tangente reale
confundate, Mj este un punct de intoarcere (de prima speta (b;), de a
doua speta (by), de contact (tacnod) (b3)).

3) R < 0; in acest caz, pantele tangentelor sunt imaginare, deci nu putem
duce drepte tangente reale la curba in punctul My. Tinadnd seama de 1.16,
inseamna ca nu existd puncte pe curba intr-o vecinitate suficient de mica a
lui My. Punctul este un punct izolat (fig 9 (c)).

Merita sesizat faptul ca, daca F ;’(2) = 0, atunci m = 0 este solutie, adica
una din dreptele tangente la (I') este dreapta orizontald y = yp.

IT: In situatia in care F ", = 0, ecuatia pantelor tangentelor 1.63 este de

gradul 1, avand fie o soluple (daca F, =~ # 0), fie nici una (daca F;/ =0,
ceea ce, daca tinem seama ca macar una din derivatele partiale de ordinul al
doilea trebuie sa nu se anuleze in Mj, conduce la F;% # 0). La prima vedere,
s-ar parea ca intr-un astfel de punct avem cel mult o dreapta tangenta la
curbd. Acest lucru nu este totusi adevarat, dupa cum vom vedea. Mai

precis, are loc
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Propozitia 1.26 Daca in punctul singular Mo(xo, yo), avem F;’Q = 0, atunci
0

dreapta x = xq este dreapta tangenta la (I') in M,.

Demonstratie: Cautam ecuatia dreptei tangente sub forma x = py + q.
Atunci ,panta” p este

d

- F/ 1" 1 /
p=ay =2 (yo) = — —dy(y) :_(—FyQ—i_Fwy.x)
2 (k) B+ v ),
dy Mo
ceea ce conduce la
(1.64) VoDt 2y o p+ Fy = 0.
Tinadnd cont ca F ", = 0, deducem cd p = 0 este solutie; cu alte cuvinte,

ecuatia dreptei tangente cautate este de forma xr = ¢. Punand conditia ca
aceasta sa treaca prin M, obtinem ¢ = x, ceea ce inseamna ca una din
dreptele tangente la curba in acest caz este dreapta verticala x = x.

In concluzie, dacs F ", = 0, atunci una din dreptele tangente este verticala

T = xg, iar cealalta are panta data de 1.63.

M

T, ,,)
T,
t M, 2' s\

(Cl) °
(C ) /.Hu\
2
(a) (l’t] (¢)
fig. 1.9

Daca p = 3, membrul doi al relatiei 1.62 este din nou o nedeterminare,
care ridicata va conduce la implicatii de natura algebrica s.a.m.d.

In cazul in care curba (C) este dati in reprezentare parametrici
x = z(t), y = y(t), un punct singular poate fi caracterizat si prin

&(to) = y(to) = 0.
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Mai general, punctul singular Mj, corespunzator lui ¢y, se numeste singular
de ordinul k., daca

si cel putin una din derivatele de ordin k, ) (¢y), y*(¢y) este diferita de
zero.

Presupunem c# cel putin una din derivatele de ordinul doi x(ty), y(to)
este diferita de zero, adica M, este singular de ordinul al doilea. In acest
caz, pentru determinarea pantelor dreptelor tangente, vom aplica regula lui
I’Hospital:

Y

Y

m = limM = limé(—t) = g')(to)‘

t—to T t) tto $(t) 53(150)

In cazul in care ambele derivate x(ty), y(t;) sunt nule, avem din nou o
nedeterminare de tip g si aplicam regula lui I’'Hospital etc.

Exemplu: Fie curba (foliul lui Descartes) x3 + y> — 3axy = 0, a > 0.
Determinam o parametrizare a curbei, pentru a studia punctele singulare ale
curbei in reprezentare parametrica.

Pentru aceasta, intersectdm curba cu dreapta y = ¢tz (procedeu demn de
retinut!). Inlocuind pe ¥ in ecuatia curbei, obtinem:

2*(x + t3z — 3at) = 0.
Lasand la o parte radédcina dubld x = 0 (care corespunde punctului O(0,0)),
avem:
3at 3at?
e T
ceea ce reprezinta parametrizarea cautata.
In reprezentarea parametrica 1.65, avem:
3a —6at® . 6at — 3at?
(e e
Sistemul & = 0, y = 0 nu admite solutii, deci, in aceasta reprezentare, toate

punctele curbei (inclusiv O(0,0)) sunt puncte regulate.
In reprezentare implicitd, avem F, = 32 — 3ay, F, = 3y — 3azx. Atasim

(1.65)

xr =

sistemul 1.60 si gasim unica solutie x = 0, y = 0, adicd punctul O(0,0). In
acest punct, calculam derivatele partiale de ordinul al doilea:

"
IQJ o — 6$\x:0,y:0 = 07
1" _ —
Fwyj o _3a|$:O,y:O = —3(Z,

;QJ o 6y\:}c:0,y=0 =0.
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Prin urmare, (0, 0) este punct singular de ordinul al doilea. Deoarece F’ é’g =0,
una din dreptele tangente este verticala x = 0; conform cu 1.63, mai exista
o dreapta tangenta, avand panta m = 0, deci, O este un nod pentru curba
considerata, dreptele tangente in acest punct fiind Oy si, respectiv, Ox.

Asadar, acelasi punct al unei curbe plane poate aparea ca punct
regulat intr-o reprezentare si ca punct singular in alta, fapt pe care,
in general, nu il ludm in considerare.

1.7.2 Puncte multiple

Definitia 1.27 Un punct al unei curbe plane se numeste punct multiplu
de ordin pc N* daca curba trece de p ori prin acel punct.

Daca p = 2, punctul este un punct dublu; daca p = 3, punctul este un
punct triplu; daca p = 4, punctul este un punct cvadruplu etc.

7 %

fig. 1.10

Evident, o curbd data in reprezentarea explicitd y = f(z), x € D C
R, nu poate avea puncte multiple (deoarece orice paraleld la Oy nu poate
intersecta graficul lui f in mai mult de un punct); prin urmare, nu vom lucra
in reprezentarea explicita, ci doar in cea implicita sau parametrica.

Sa consideram My (xo,%0) un punct dublu al curbei (C') datd in
reprezentarea implicita F (z,y) = 0 si fie (d) o dreaptd care trece prin
My, de directie ¥ (vy,vy):

(d){ $i$0+PU1
Y = Yo + pu2

punctul My corespunzéand la valoarea zero a parametrului (fig. 1.11).

()
(c)

My

fig. 1.11
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Intersectia dintre (d) si (C) revine la rezolvarea sistemului
xr = $0+PU17?J = y0+PU27F<x73/) = 07
care este echivalent cu sistemul

T = To+ pu1
(1.66) Y = Yo + pu2 ,
F (zo + pv1,yo + pr2) =0

ultima ecuatie a acestui sistem fiind ecuatia care determina valorile para-
metrului p corespunzatoare punctelor de intersectie.
Dezvoltam membrul intai al ultimei ecuatii 1.66 dupa formula lui Taylor:

F (20, 90) + p [01F% (20, y0) + v2F)) (0, y0) | + 302 [V3FLs (20, y0) +

1.67
(1.67) 2000 F (3, ) + HUEFY, (20, 40)] + . = 0.

Daca M, este punct dublu, atunci ecuatia 1.67 in p trebuie sa aiba
radacina dubla p = 0 pentru vy, vo arbitrari, adica

F (w0,90) = 0, Fg’c (70, %0) = 0, F; (z0,%0) = 0,

fard ca termenul in p? si fie identic nul, adici cel putin una din derivatele
partiale de ordinul al doilea

s (0, 0) = sy B (50,00) = Flyr Fo (r0,10) =

trebuie sa fie diferitd de zero:

2

2
(F) + (Fi) "+ (F) >0,
Agadar:

Teorema 1.28 Coordonatele (xq,yo) ale unui punct dublu al curbei datd in
reprezentarea implicita F (z,y) = 0, verifica conditiile:

(168) F(x()?y[)) - 07F:; (x07y0) = 07 ng ('r()ay()) = Oa
§t

1.69 )+ V4 (1) >0

(’ ) @ +( woyo) + y2 > U,

adica, orice punct dublu este punct singular de ordinul al doilea pentru curba
data.
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Daca in dezvoltarea Taylor a membrului intai al ecuatiei 1.67 punem in
evidenta derivatele partiale pana la si inclusiv ordinul p:

(r—2)
e [ (D + 02 (F)) )

!/

F (@, 30) + p [01 (F2)agy + 02 () | + 567 [0 (FDasy + 2 (F)) ] +-
1)

+

(p—
+ 50 [0 (B, + 02 (F) )
putem, printr-un rationament analog celui de mai sus, motiva:

Teorema 1.29 Coordonatele (xg,yo) ale unui punct multiplu de ordin p al
unei curbe date in reprezentarea implicita F (x,y) = 0 au proprietatea ca
functia F si toate derivatele ei partiale pana la ordinul p — 1 inclusiv se
anuleaza in (o, Yo) :

O"F
oz 0y

(1.70) (20, %0) = 0,
pentru ¥ (r, s) astfel incat r +s =m, m € {0,1,2,...,p— 1}, gi cel putin o
derivata partiala de ordinul p este nenula in acest punct:

orr

(1.71) A(r,s), r+s=p, M(

Lo, yO) 7& 07
adica, orice punct multiplu de ordin p al curbei (C) este punct sin-
gular de ordin p al lui (C).

In reprezentare parametrics, un punct multiplu de ordin p al curbei
x = xz(t), y = y(t) va fi caracterizat prin

x(t1) = z(te)=...=x
y(th) = ylt2) = ... = y(tp),

cu tl, tQ, ceey tp dlfel‘lijl

Merita remarcat faptul ca, in reprezentare parametrica, un punct multiplu
nu este neaparat caracterizat prin anularea simultana a derivatelor z, y. Ca
exemplu, sa luam curba

r=1t(t—1)
{ y=t(t—1)(t-2).

Evident, O(0,0) este punct dublu, corespunzitor valorilor t = 0 gi t = 1. In
acest punct, avem

G=2t—1#0.

=0.
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1.8 Infisuritoarea unei familii de curbe plane

1.8.1 Familii de curbe plane depinzind de un para-
metru

Fie ecuatia
(1.72) F(z,y,a) =0,

in care « este un parametru si sa presupunem ca, pentru orice o apartinand
unui interval sau reuniuni de intervale, sunt indeplinite conditiile ca ecuatia
1.72 (cu « fixat) sd reprezinte o curba.

Definitia 1.30 Multimea curbelor date de ecuatia 1.72 este numita familie
de curbe care depinde de un parametru.

fig. 1.12

Exemplul 1.31 Fcuatia
(z—a)+{y—a)’—-—a?=0, acR,

reprezintd o familie de cercuri, cu centrele pe prima bisectoare, tangente
hiperbolei degenerate formate din axele de coordonate (fig. 1.12 (a)). (Doua
curbe se spun a fi tangente intr-un punct, daca au aceeasi dreapta tangenta
in punctul respectiv).
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Exemplul 1.32 Fcuatia:

2

2 +1yP—a? =0, a€R,

reprezintd o familie de cercuri concentrice (fig. 1.12 (b)). Evident, nu exista
nici o curba care sa fie tangenta la toate aceste cercuri.

Exemplul 1.33 FEcuatia:
F(X7Y7t) = [X - a(t)]Q + [Y - B(t)]z - R2 (t) =0, te (tlatQ)a

in care

(1.73)

.2
T

y2 )
) — x(t)y(t)

(t) + 1
x (t)y (¢
reprezinta o familie de cercurt si anume, toate cercurile osculatoare ale arcu-
lui de curba (C)x =z (t),y =y (t),t € (t1,t2). Evident, aceste cercuri sunt

tangente la curba (C) (fig. 1.12 (c)).
Exemplul 1.34 FEcuatia:
rcosa+ysina—p=0 (p>0),

reprezintd o familie de drepte, perpendiculare pe o directie arbitrara ce trece
prin originea axelor, §i situate la distanta p fata de origine. Evident, toate
aceste drepte sunt tangente cercului cu centrul in origine gi raza p (fig. 1.12

(d)).

Din exemplele de mai sus remarcam ca, fiind data o familie de curbe, se
poate intdmpla sa existe o curba la care sa fie tangente toate curbele familiei,
sau sa nu existe o asemenea curba.

Definitia 1.35 Data fiind familia de curbe 1.72, daca exista o curba (I) cu
proprietatea cd toate curbele familiei sunt tangente lui (I), atunci curba (I)
poartd numele de infasuratoarea curbelor familiei date.
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Definitia 1.36 Daca familia de curbe 1.72 admite infasuratoare (I), atunci
punctul de contact al unei curbe (Cy) a familiei (corespunzatoare unei valori

a a parametrului) cu infaguratoarea (I) se numeste punct caracteristic al
curbei (Cy) .

Presupunem ca infiguratoarea (1) exista si, mai mult, punctul caracteris-
tic, s&-1 spunem M, nu este singular pentru nici una din curbele (C,)

si(]).

‘I » (1)
™
(Cu)
7 >
0 x
fig. 1.18

Daca parametrul « variaza, curba (C,) variaza, ceea ce ne arata cé coor-
donatele (z,y) ale punctului M sunt functii de parametrul «, cu alte cuvinte,
ecuatiile infasuratoarei sunt:

(1.74) { v ggg

cu z (a),y (o) anumite functii de «, ce se cer determinate.
Aplicand definitia 1.35, va trebui sa egalam panta tangentei in M la curba

F! dy ,d
(Cy) (y’ = ——m) cu panta tangentei in M la curba (1) (_y/_$) , deci:

F; da’ do
dy
E_da
Ry e
da
de unde deducem relatia:
dx dy
1. Fl.—+4+F .—==0.
(1.75) N + I, o 0

Deoarece M € (C,), coordonatele lui M date de 1.74 trebuie s& verifice
pentru orice valoare a lui « ecuatia curbelor familiei 1.72, adica

F(z(a),y(a),a) =0, Va € R.
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Derivand aceasta identitate in raport cu «, obtinem

dx dy
1.76 Fle—+F.Z4+F =0
( ) T da Ty do * e

Combinand 1.75 cu 1.76, rezulta:
(1.77) F! (x,y,a) =0.

In acest mod am obtinut: coordonatele punctului curent al in-
fasuratoarei curbelor 1.72 verifica sistemul format din ecuatiile 1.72
si 1.77.

Sa presupunem ca familia 1.72 este formata din curbe care au puncte
singulare. Fie S un punct singular al curbei (C,) .

TJ.

fig. 1.14

Daca parametrul « variazd, S descrie o curbd (I') (fig. 1.14). Coordo-
natele lui S, functii de «, verificd identic ecuatia 1.72, deci si relatia 1.76,
obtinuta prin derivarea identitatii in raport cu .

Deoarece S este punct singular, avem:

Fl=0, F/ =0,

care inlocuite in 1.76 conduc si in acest caz la 1.77.

Asadar, si coordonatele punctelor singulare ale curbelor familiei
1.72 verifica sistemul format din ecuatiile 1.72 si 1.77.

Sa consideram acum problema inversa: sa aratam ca eliminarea para-
metrului « intre ecuatiile 1.72 gi 1.77 (respectiv explicitarea in functie de o a
lui z,y) conduce la ecuatia (respectiv ecuatiile) unei curbe tangente tuturor
curbelor familiei 1.72.

In scopul demonstririi acestei afirmatii, fiind datf ecuatia 1.72, si-i
atagam ecuatia 1.77, obtinuta prin derivare in raport cu « si sa presupunem ca
pentru o valoare oarecare (fixatd) a parametrului «, sunt indeplinite conditi-
ile ca ecuatia 1.72 s& reprezinte o curba (C,), iar ecuatia 1.77 o curbd, sa-i
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spunem (I',). Mai mult, presupunem ca (I'y) si (C,) au un punct comun
M (z,y) pentru care avem:

D(FF) | F F
(1.78) -——;az‘ v Ty,
D (z,y) Fro Fio
(1.79) "y (z,y, @) # 0.

Inainte de a trece mai departe, sa ne amintim teorema de existenta refe-
ritoare la functiile implicite pentru doua ecuatii implicite.

Teorema 1.37 Fiind date ecuatiile F (z,y,z) = 0, G (z,y,2) = 0 verifi-
cate de coordonatele o, yo, 20 ale unui punct M, daca functiile F (x,y, z),
G (z,y, z) sunt continue gi au derivate partiale de prim ordin continue intr-o
anumita vecinatate a lui M gi daca determinantul functional

D(F,G) | F F!
D(y,z) |G, G

este diferit de zero in M, ecuatiile F (z,y,z) = 0, G (z,y,z) = 0 definesc
doua (si numai doua) functii y = f (), y = g (x), biunivoce §i continue in
vecinatatea valorii x = xq, care satisfac identic ecuatiile F' =0, G =0 g1 tau
valorile yy §1 2o pentru x = xg.

Derivatele functiilor y si z, de asemenea continue, sunt date de sistemul

(1.50) (Frehven o=

GL+G Y+ =0

Reintorcandu-ne la 1.78, in primul rdnd putem afirma ca, in acest caz,
cel putin una din derivatele F, ) este nenuld in M, afirmatie adevarata
simultan gi pentru derivatele Fy,, F, . Rezultd ca punctul M este punct
regulat pentru curbele (C,) si (T',) .

In al doilea rand, putem aplica teorema de mai sus. sistemului 1.72, 1.77

si obtinem pentru coordonatele z,y ale punctului M explicitarea:

(1.81) {xzx@),

y=y(a)

z (), y (a) fiind functii continue (cu derivate continue) care verificd sistemul
1.72, 1.77:

(1.82) F(z(a),y(a), @) =0, F (z(a),y(a),a) =0.
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Daca « variazd, curbele (C,) si (I'y) variaza. Punctul M variind de
asemenea, el descrie o curba reprezentata parametric de 1.81, pentru care
avem:

Py
(153) e T,
s+ =,
relatii obtinute prin derivare in raport cu « a identitatilor 1.82.
Tinadnd cont de 1.78 si 1.79, sistemul 1.83 in necunoscutele Z—z, Z—Z nu

poate admite solutia banald. Aceasta ne aratd ca punctul M este punct
regulat pentru curba 1.81.
Mai mult, din prima relatie 1.83, avem

dy
_ﬂ:d_a
Ry o
do

ceea ce aratd cd dreapta tangentd in M la (C,) coincide cu dreapta tangenta
in M la curba 1.81, care este prin urmare curba (/) , infaguratoarea curbelor
familiei 1.72, iar M este punct caracteristic.

Am demonstrat:

Teorema 1.38 Locul geometric al punctelor comune curbelor 1.72 i 1.77,

F(z,y,a) = 0,
F!(z,y,a) = 0,
numit curba discriminanta o familiei 1.72 este format din infasuratoarea

curbelor familier 1.72 si din locul geometric al punctelor singulare ale acestor
curbe.

Observatia 1.39 Daca F!, = 0 pentru orice valoare a parametrului o,
avem:
O*F 0
el (r,y,0) =0 < B (F! (z,y,0)) =0 <=
OF
— % (l’,y,Oé) = Qb(.l’,y) — F(I7y7a) = Oégb(l’,y) +¢($ay)v

dect, in acest caz, familia de curbe se prezinta sub forma

(1.84) ag (z,y) + v (z,y) =0
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§t, in general, nu putem determina o infasuratoare a familiei 1.84 in sensul

definitiei 1.35 Cu toate acestea, deoarece 0 = ¢ (z,y) = 0, prin "abuz”,
Q

convenim a spune ca ¢ (x,y) = 0 este infagurdatoarea curbelor familiei 1.84.

Observatia 1.40 Nu este exclusa posibilitatea sa existe unele puncte ca-
racteristice presupuse puncte requlate atdt pentru (I) cdt gi pentru curbele
(Ca) corespunzatoare, in care F', st se anuleze. In aceste puncte, deoarece
sistemul 1.83( adn}z’;e solutie nebanala, trebuie sa avem si determinantul
D (F, F},

functional
D (z,y)

de asemenea nul §i reciproc.

Observatia 1.41 Sa consideram doua curbe (Cy) §i (Coina) ale familiei
1.72, corespunzatoare valorilor apropiate o §i o + A« ale parametrului o.
In general, curbele (Ch) §i (Cosna) se intersecteazd in unul sau mai multe
puncte. Sa notam cu P un astfel de punct (fig. 1.15). Coordonatele lui P
verifica sistemul:

F(x,y,a) =0, F(x,y,a+ Aa)=0,

care este echivalent cu sistemul:

F(z,y,a+ Aa) — F (z,y, )

F (x? y? a) = 07 Aa - O.
. (1)
M
(Cx)
/ N -
0 x
fig. 1.15

Trecand la limita pentru Ao — 0, punctul P tinde la un punct, sa spunem
M, ale carui coordonate verifica sistemul

F Aa)—F
F(:L‘,y, a) — O,Alim (%y,a—i- a) (:U,y,a) o,

a—0 Ao

adica sistemul
F(z,y,a) =0
Fl (z,y,a) =
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Concludem ca M apartine curbei discriminante a familiei 1.72. Daca M
nu este singular pentru (C,) , atunci el apartine infagsuratoarei curbelor fami-
liei 1.72, iar daca M este singular, el apartine locului geometric al punctelor
singulare ale curbelor familiei 1.72.

Observatia 1.42 FEste posibil sa existe puncte caracteristice care sa nu prov-
ina din intersectia a doua curbe infinit apropiate (Cy) §i (Cosna), dupd cum
ne vom convinge la sfarsitul acestui paragraf.

1.8.2 Familii de curbe plane depinzidnd de doi para-
metri
Fie ecuatia:
(1.85) F(z,y,a,5) =0,

in care perechea (o, 3) apartine unui domeniu plan (A), astfel incat pentru
orice pereche (o, ) fixatd (din (A)), sunt indeplinite conditiile ca ecuatia
1.85 sa reprezinte o curba.

Definitia 1.43 Multimea curbelor date de ecuatia 1.85 este numita famalie
de curbe care depinde de doi parametri.

In general, familia depinzdnd de doi parametri nu admite infaguratoare.
Vom lucra in cazul in care exista o relatie de legatura intre para-
metrii a si 3, sa spunem:

(1.86) ¢ (o, f) =0,

data in aga fel incat sa se poata explicita un parametru. Aceasta, geometric,
inseamna ca in planul 7 (o, 5), ecuatia 1.86 reprezinta o curbi situata total
sau partial in (A) (fig. 1.16).

T_u 4

-

(A)
-.[o(.n(r?:]ﬂ

fig. 1.16
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Daci 8 = 5 («) este explicitarea lui 1.86, atunci ecuatia 1.85 devine:

(1.87) Fz,y,a,6(a) =0,

care reprezinta o familie de curbe depinzand de un parametru.
In conformitate cu rezultatele de mai sus, trebuie sa derivam 1.87 in
raport cu « si obtinem:

dp

F +F,-— =0.
ot Fa do
Ins#, din 1.86, avem:
do
a6 _ _da
do de’
dp
astfel incat ultima relatie se poate scrie sub forma:
dg d¢
F.——F,-—=0
“d8 P da
ecuatie care este identica cu
D (F,¢)
1.88 =0.
s D(a.5)
Avem, deci:

Teorema 1.44 Curba discriminanta a unei familii de curbe plane depinzind
de doi parametri F (z,y,«, ) = 0, legali intre ei printr-o relatie de forma
¢ (a, B) =0, se obtine elimindnd parametrii o gi 5 din sistemul:

_ 4 D)
(1.89) F(z,y,a,6) =0, ¢(a,5) =0, m_o.

In cazul in care curbele 1.85 nu au puncte singulare, curba discriminanta
coincide cu infaguratoarea curbelor familiei.

1.8.3 Evoluta unei curbe plane

Fiind data o curba, dreptele tangente la ea constituie o familie de drepte
depinzand de un parametru (parametrul pe curbd), a carei infiguratoare este
curba data (fig. 1.17).
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(C) \\\\\\ /////

fig. 1.17 fig. 1.18

Evident, si dreptele normale ale unei curbe plane constituie o familie de
drepte depinzdnd de un parametru si anume, parametrul ales pe curba.

Definitia 1.45 Numim evoluta sau desfasurata unei curbe, infasura-
toarea normalelor curber date.

Din definitia data, remarcdm ca dreptele tangente la evoluta (E) sunt
drepte normale la curba data (C) (fig. 1.18).
Dacd consideram ecuatia curbei (C') datd sub forméa parametrica

{ x =z (t)

y=y(t)

atunci, intr-un punct curent M (z (t),y (t)) al curbei (C'), ecuatia dreptei
normale va fi (formula 1.38)

(1.90) (X —a®)]z )+ —y®)]y(t) =0,

adica o ecuatie de forma:
F(X,Y,t)=0.

Pentru a determina evoluta, aplicam teorema 1.38.

Aceasta inseamna ca trebuie eliminat parametrul ¢ (pentru determinarea
ecuatiei evolutei sub forma implicitd), sau de explicitat X si Y in functie de ¢
(pentru determinarea ecuatiei evolutei sub forma parametricd), intre ecuatia

1.90 si derivata ei in raport cu t, Ft (X,Y,;t)=0:

(1.91) X~z @i @)+ —yO15 () =& O+ 3 (1),
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Plasandu-ne in ipoteza:

(1.92)

ceea ce inseamnd despre curba (C) ca este de clasi cel putin doi, iar M este
punct regulat si neinflexionar al lui (C'), putem rezolva in mod unic sistemul
format din ecuatiile 1.90, 1.91 in necunoscutele X — x (t),Y — y (¢) si apoi
explicita X si Y ca functii de ¢, sub forma:

o (v 0+ 5 ) () (3 0+ 5 1)
(1.93) X =x(t)— Y =y(t)+

()Yt —z(&)yt) By )~z (B)y(t)

ecuatii ce reprezinté, sub forma parametrica, evoluta curbei (C') date.

Sa observam ca ecuatiile 1.93 , intr-un punct fixat My € (C'), sunt identice
cu formulele 1.47 ale coordonatelor centrului cercului osculator corespunzator
lui M. Astfel, are loc

2

Teorema 1.46 FEvoluta unei curbe este locul geometric al centrelor cer-
curilor osculatoare ale curbei date (fig. 1.18).

2 2
Exemplu: Pentru a determina evoluta elipsei — + i 1, consideram
a
parametrizarea: r = acost, y = bsint si avem:
& = —asint, x = —acost, §y = bcost, y = —bsint,
xy — 1y = ab.
Inlocuind in 1.93, obtinem
2 _ 12 2 2
a”—b b*—a
X = cos’t, Y = sin® t.

a

1.8.4 Evolventa unei curbe plane

Definitia 1.47 Numim evolventa sau desfasuratoarea unei curbe plane
(C), o curba plana (D) care admite curba datd (C) drept evoluta.

Din definitia de mai sus si cea a evolutei, rezulta ca dreptele tangente la
(C) sunt drepte normale la (D) ((C) fiind infisurdtoarea normalelor curbei
(D)) si faptul ca nu existd, pentru o curba (C'), o unica evolventa (D) . Orice
curba (D’) perpendiculara pe dreptele tangente la (C') reprezinta o evolventa
a curbei (C) (fig. 1.19).
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fig. 1.19

Nu exista metode generale simple pentru determinarea ecuatiei evolventei
unei curbe oarecare, in schimb ea se poate construi prin metode mecanice.

Pentru a putea rezolva aceasta problema, demonstram teorema care
urmeaza.

Teorema 1.48 Diferenta razelor de curburda in doud puncte ale evolventei
este egala cu lungimea arcului corespunzator pe curba data.

Demonstratie: Fie z = x (s),y = y (s) ecuatiile parametrice ale curbei
(C), cu s parametrul natural (definit in 1.14). Fie M € (C) si P punctul in
care evolventa (D) intalneste dreapta tangentd in M la (C) (fig. 1.20).

fig. 1.20

Notand cu R raza de curbura M P, cu «, inclinarea dreptei tangente 7'M
fata de Ox si cu X,Y coordonatele punctului P, avem: X = z + Rcosa,



1.8. INFASURATOAREA UNEI FAMILII DE CURBE PLANE 45

d d
Y = y + Rsina. Tinand cont ca d—x = cos q, d—y = sin« (relatiile 1.40 si
S s

1.41), rezultd pentru X gi Y expresiile:

d
X=x+ R
s
Y
Y = R—
yr ds
dX dy
Dreapta tangentd (7”) in P la (D) are parametrii directori —o gy
s ds

cum ea este perpendiculard pe dreapta tangentad (MT'), trebuie si avem:

X de v dy
ds ds ds ds

relatie care devine, tindnd cont de expresiile X gi Y :

der dR dx d*x\ dx dy dR dy d*y\ dy
<£+E'E+RE>£+<E+E'£+R@)£_O’
sau inca
dz\>  [dy\* dR de Pz dy d%y
1.94 = el 1+ e AR A | )
(1.54) ((ds) +<d5)>< +ds>+(ds d32+ds ds2)R 0

y

ds

2
) = 1. Derivand aceasta
ds

< ey . dr\?
Sa ne reamintim ca are loc egalitatea | — | +
relatie in raport cu s, gasim:
de d*z dy d’y
ds ds> ds ds®

Inlocuind in conditia de ortogonalitate 1.94, rezults

dR
14+ —=0,
ds
care integrata ne da relatia:
R+s=c,

valabild pentru orice pozitie a lui M € (C'), deci si a lui P € (D) corespun-
zator.

Luand pe curba (C') doud puncte M; si Ms, cirora le corespund punctele
Py si P, pe evolventa (D), avem pe de o parte

M()Ml = 51, M()MQ = So,
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iar pe de alta parte

Ri+s1 = ¢
R2—|—82

C7
relatii care scazute termen cu termen conduc la
Rl—Rg = S9 — §1 = M()MQ—MoMl,

adica
Ry — Ry = M My,

ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema 1.48 ne conduce la urmatoarea constructie mecanica a evolventei
unei curbe plane (C) :

Intindem un fir inextensibil, de lungime K, de-a lungul curbei (C), in-
cepand din M, - originea arcelor. Desfagurand firul, tinidndu-l intins aga
fel incat sa ramana mereu tangent la curba (C'), extremitatea acestui fir va
descrie evolventa (desfaguratoarea) (D) a curbei (C).

fig. 1.21

Observatia 1.49 In fig. 1.21, M, M, € (C) sunt centre de cercuri oscu-
latoare (pentru (D)), in conformitate cu teorema 1.46. Cum arcul este mai

mare decdt coarda (MyMy > My M,), avem din teorema 6.5. relatia
Ry — Ry > M, M,

ceea ce exprima faptul ca distanta centrelor a doua cercuri osculatoare este
mai micd decdt diferenta razelor, adica unul din ele este interior celuilalt (nu
se intretaie) (fig. 1.12 (c)).
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Acest rezultat ne expriméa ca cercurile osculatoare ale unei curbe plane
constituie o familie de curbe depinzand de un parametru (exemplul 3 §6),
care admite infaguratoare (infagsurdtoarea fiind curba insasi), pentru care un
punct caracteristic nu provine din puncte de intersectie a doua
curbe apropiate ale familiei.

In acest fel, observatia 1.42 este motivata.

1.9 Reperul si formulele lui Frenet pentru
curbe plane

Sa consideram un arc de curba plana (C') dat in reprezentarea parame-
tricd x = x(t), y = y(t). Deoarece coordonatele unui punct M € (C') sunt

componentele vectorului de pozitie OM = 71, avem

(1.95) T =x)i +yt) ], te(ab),
sau pe scurt
(1.96) T=7(), tc(ab).

Ecuatia 1.96 poarta numele de ecuatia vectoriala a arcului de curba
plana (C), cu t drept parametru al curbei. Functia 7(¢) introdusa de aceasta
este o functie vectoriald de un argument scalar.

Dacid M € (C) este un punct regulat, atunci definitia 1.2, ne asigura ca
functia

: — —
Tt)=a(t) i +y(t)J
exista gi este diferita de zero in acest punct.
Dacid 7 = 7 (t*) este o altd reprezentare vectoriali a aceluiasi arc, cu *

drept parametru, trebuie sa avem pe de o parte, o legatura intre parametrii
t si t*, sa spunem de forma

(1.97) t=t(t"), t*e€(ab),
iar pe de altd parte, pentru un punct regulat M € (C) trebuie si avem
indeplinita continuitatea lui 1.97 si conditia

dt
dt

(1.98) £0,

agsa cum se constata din relatia
dr B dr  dt

dt* — dt dt*
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si din faptul ca neglijam posibilitatea ca un punct sa apara drept punct
regulat intr-o reprezentare si drept punct singular in alta.

Fie AB un arc regulat al curbei (C') date in reprezentarea vectoriald 1.95

cu t drept parametru; expresia 1.11 a lungimii arcului AB se scrie vectorial

tp d_) tB
AAB_/HW dt—/HdTH,
ta ta

iar pentru un arc regulat oarecare MoM C (C'), cu My corespunzator valorii
to a parametrului, iar M, corespunzator valorii ¢, aceasta se scrie

(1.99) /H d_/,/ﬁﬁdt ?:%).

Deoarece functia s = s (t) este continud, monoton crescitoare si

(1100 H
rezultd cd functia sa inversd exista si este continud, s o notdm cu t =t (s).
dt 1
Aceasta functie respecta conditia 1.98 (d_ =—# 0) si deci s poate fi luat
s

drept parametru pe curba, obtindnd pentru arcul regulat respectiv ecuatia
vectoriala

(1.101) =T (s),

cu s drept parametru. s se numeste parametru natural pe curba (C).
Derivand 1.101 in raport cu parametrul s prin intermediul parametrului
t, avem:

(1.102) ===

]

a7 47 dt T
S

dr
relatie care in conformitate cu 1.32, ne arata ca vectorul d_ este un vector

tangent in punctul regulat M € (C'). Mai mult, din 1.100 si 1.102, avem:

(1.103) H

—

dr
ceea ce ne arata ca s este un vector tangent unitar in M la (C).
s
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—

dr
Definitia 1.50 Vectorul — il vom nota cu T si-l vom numi versor tan-

s
gent la arcul de curba (C) in punctul regulat M € (C').

Avem, deci
é
(1.104) 74T
d
Deoarece
— A . —
?:limr<8+ 5) = 7 (5) si s+ As > s,

As—0 AS

tot din teorema 1.3. §.1, rezultd ci 7 este orientat in M de la 7 (s) spre
7 (s + As), adicd, in sensul pozitiv de parcurs pe curba (fig. 1.22).

3
+ M
+

fig. 1.22 fig. 1.23

AY ﬁ ? T\I

——q
—y

2
. "y
~d 4
>)3
L

Fad

o

l"‘-‘”
»
o

v v — . . — . v
Sa notam cu ¥ un vector unitar perpendicular pe 7, cu proprietatea ca

N - — o . :
in punctul M, ansamblul { M, 7', 7'} formeaza un reper orientat ca si reperul

{O,?,?} (orientat drept) (fig. 1.23).

Definitia 1.51 Versorul 7 introdus mai sus poartt numele de versor nor-
mal la arcul de curba (C) in punctul regulat M € (C).

Definitia 1.52 Ansamblul {M, 7,7} se numeste reperul mobil al lui
Frenet in punctul requlat M € (C).

. — 12 - — : . a 51
Din | 7||" = 7 - 7 =1, prin derivare in raport cu s, deducem ca

é
— dT

Y7 _p
ds ’
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— —

d
deci d—T este perpendicular pe 7 ; de aici rezultd ci d—T este coliniar cu 7/,
s S
adici versorul normal 7 respectd relatia:
drw
(1.105) — = A\v (A eR),
ds
sau
7 P
2
(1.106) V=c j; = 51237 ,
ds d s?

¢ fiind £1, semn ce va fi precizat in cele ce urmeaza.
Ne propunem sa determinam scalarul A din relatia 1.105.
In acest scop, mai intai derivam 1.102 in raport cu s prin intermediul lui

ET 47 A7 At Ts— T
1.1 _dr _d7T dt
(1.107) d s2 ds dt ds -3 ’

S

—
. . o N T . R . A
si apoi efectuam produsul scalar intre s si el insusi, obtinand:
s

2 . AN
— =

6 )

RETVATE
— —
r T

d7 d7

ds ds

—
7

unde am tinut cont ca din 1.100 urmeaza

2
—
r

Acum, din 7 = i+ y,'_'>, T =31 4 y7 , rezulta

2
= &+

: 2
N N L2 L2
T T =z +tvy,

T =+ g

printr-un calcul direct, tinidnd cont de 1.105, obtinem

dr

o

_ dT dT Ty — 1Y
ds

. HVEEEN
<x +y)

ds ds
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1
Comparand expresia lui A cu 1.57, avem A = —, unde R este raza de curbura.
Deci

dT 1_,
1.108 — ==
( ) ds R
relatie care reprezinta prima formula a lui Frenet pentru o curba plana.
Printr-un rationament analog celui aplicat Iui 7, din |7/| = 1, obtinem
L dv . AT . R
ca s este perpendicular pe V' si deci s este coliniar cu 7 :
s s
dv
1.109 — =uT.
(1.109) it

H H . . A,
Deoarece 7" - v = 0, avem prin derivare in raport cu s :

L, R
ds " T ds ’
1
de unde, prin 1.108 si 1.109, obtinem p = = si, in consecinta,

dv 1,
1.110 —_— =
( ) ds R
relatie care reprezinta a doua formula a lui Frenet pentru curba plana.
In acest fel am obtinut:

Teorema 1.53 In orice punct requlat si neinflexionar M al unei curbe plane
de clasa cel putin doi, se poate atasa reperul lui Frenet { M, T, 'Y}, ai carui
versort, derivati in raport cu parametrul natural s, respectd formulele lui
Frenet:

a7 1
(1.111) s E1:
ds R
Din 1.108 si 1.106 rezulta evident
(1.112) e = sgn R.

In cele ce urmeazs, vom pune in evidents dous consecinte ale formulelor
lui Frenet.

O prima consecinta importanta a formulelor 1.111 o vom avea in inter-
pretarea geometrica a semnului curburii.
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Inainte de aceasta, reamintim c& dreapta tangent# intr-un punct M, al
unei curbe (C') de clasa cel putin doi in vecinatatea lui M, fiind trasata,
avem versorul tangent 7 la (C) in M, fixat in sensul pozitiv pe curbs si
versorul normal 7 bine determinat de conditia ca reperul {M,, To, 70} sa
fie orientat drept.

Deoarece o dreapta imparte planul in doua regiuni, convenim a spune ca
partea pozitiva a dreptei tangente este partea lui 7/, iar partea negativs,
partea lui — 7.

Teorema 1.54 Daca My este un punct al unei curbe (C') de clasa cel putin

1
dot, atunci, daca (E) > 0, curba paraseste dreapta tangenta pe partea
My
1
pozitiva a sa, tar daca <—> < 0, curba paraseste dreapta tangenta pe

. MO
partea sa negativa.

Demonstratie. Fie 1.101 reprezentarea lui (C') cu s drept parametru si
M, € (C) corespunzitor la s = sg. In cele ce urmeazi, convenim s& notim
cu accente derivatele lui 7 in raport cu lungimea de arc s, spre deosebire de
cele in raport cu un parametru oarecare t, pe care le vom nota cu puncte:
= 0

ds’ t

Deoarece (C') este de clasa cel putin doi intr-o vecinatate suficient de
micd a lui My, putem dezvolta functia vectorialg 7 (s) dupa formula Taylor
si avem

(1.113) (s — s0)°

Fie P un punct oarecare al dreptei tangente la (C') in My, de vector de pozitie
é
R (s) si M € (C) oarecare (fig. 1.24).
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Avem
(1.114) R (s) =T (s0) + (s — 50) 7" (50)

ecuatia vectoriala a dreptei tangente in M, la (C).
Din fig. 1.27 si 1.114, deducem:

PM=T7(s)— R (s)=7(s) = 7 (s0) — (5 — 50) 7" (50) ,
relatie care, prin 1.113, conduce la

(8 — 80)2 ?//
2

PM = (so+6(s—s0)).

Cei doi vectori din ultima egalitate au acelasi sens, deoarece > 0.

(s — 80)2
2

—
Daca s se apropie de sg (s > sg) , atunci PM péstreaza prin continuitate
wd /] A v . .« v .
sensul lui 77" (s) intr-o vecinatate suficient de mica a lui sq.

2 = () — (L) — (L) 5
Yo \ds ), \r ), \R/,"

1
adica PM are sensul lui (E) Vo
0

_ 1
limPM = (=) 7,.
Sl_’nslo <R>o v

(1 YV . — oy
Daca { =] > 0, PM are acelasi sens cu 1/ de unde rezulta ca punctele
0

1
curbei se ageaza pe partea pozitiva a dreptei tangente, iar daca <—> < 0,
0

—
PM are acelasi sens cu —70, adica punctele curbei se ageaza pe partea
negativa a dreptei tangente, c.c.t.d. m

. 1
Observatie: In fig. 1.23, in primul caz, avem curbura ) < 0, iar in cel

1
de-al doilea, curbura = > 0, in punctul M € (C).

Ca o a doua consecinta a formulelor lui Frenet, vom da legatura intre
raza de curbura R a unei curbe date si raza de curbura R* a evolutei
corespunzatoare curbei date.

S& notdm cu P un punct oarecare al normalei la o curba data (C') intr-un

punct M € (C) si cu R vectorul de pozitie al lui P. Avem

(1.115) [ﬁ -7 (s)} -7 (s) =0, s fixat



o4 CAPITOLUL 1. CURBE PLANE

ecuatia vectoriald a dreptei normale in M la (C'), care se mai scrie sub forma:

(1.116) R="7 (s) +~47 (s), = - scalar oarecare, s fixat.

Dacd P devine un punct al evolutei (infigurdtoarea normalelor curbei
date) atunci coordonatele sale trebuie sa verifice 1.115 si ecuatia obtinuta
prin derivarea lui 1.115 in raport cu parametrul s (s variabil):

H

[R —?(s)] 7 - R=0,
unde R este raza de curburd a lui (C') in M € (C) oarecare si am facut apel
la 1.104 si formula lui Frenet 1.108.

Subs_t'ltuind 1.116 in ultima egalitate, obtinem v = R, adica vectorul de
pozitie R al unui punct curent al evolutei respecta ecuatia vectoriala

(1.117) R=7 (s)+ R(s) 7V (s), s oarecare,

numita ecuatia vectoriala a evolutei.

1
Daca intr-un punct My € (C) avem (E) = 0 (ceea ce se intAmpld in
0
cazul unui punct de inflexiune sau daca M, apartine unui arc segment de

dreapta al curbei), atunci pentru M — M, raza de curburd R — oo, ceea ce
ne arata ca in acest caz punctul curent P al evolutei descrie o ramura infinita
pentru care dreapta normald in M, la (C') este o asimptota (fig. 1.25).

fig. 1.25 fig. 1.26

) v ~ . — o e .
Sa notam, in continuare, cu 7°* vectorul de pozitie al unui punct curent
al evolutei, adica, in conformitate cu 1.117, avem pentru evoluta ecuatia
vectoriala :

(1.118) TE(s) =T (s)+ R(s)V (s).
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Derivand 1.118 in raport cu parametrul s, obtinem:

dr*  dR_,

1.11 _
( 9) ds ds v

(s),

unde am folosit din nou 1.104 si 1.108.
In acest fel, am demonstrat:

Teorema 1.55 Oricarui punct M al unei curbe (C) de clasa cel putin doi

1 dR
in care = #0 i Ts # 0, % corespunde un punct requlat P al evolutei.
s

1 d
Daca in M, € (C) in care <§> # 0 avem (—R> = 0, rezultd ca R are
0

ds
0
valoarea extremd (maxima sau minima) si prin definitie, un astfel de punct
il numim varf al curbei (C).
1

Unui varf al lui (C') cu — # 0, in general, ii corespunde un punct de
intoarcere de prima speta al evolutei (fig. 1.26).

S& presupunem c& (C) in vecindtatea lui M € (C) este un arc regulat
fara varfuri si pentru care - # 0. In acest caz, raza de curburg este finit si

monotona de arcul s.
Din 1.119, avem (d7*)° = (dR)?, adicit pentru elementul de arc ds* al
evolutei, avem relatia:

(ds")’ = (dR)*

care ne conduce la
(1.120) ds* = £ dR.

. A — e A . . .
Mai mult, derivind »"* in raport cu arcul s* al evolutei, prin intermediul
arcului s al curbei date, avem:

d7* d7* ds dR_ ds dR_,

ds*  ds .ds*_%yds*_@y’

care prin 1.120 conduce la

ﬁ
dr'™*

ds*

(1.121) =47,

adica la faptul cunoscut: dreapta tangenta la evoluta este dreapta
normala la curba data.
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Derivand inca o data 1.121 in raport cu s* prin intermediul lui s si facand
apel la prima formula Frenet 1.108 si la 1.120, obtinem:

R dv ds 1_.ds 1ds_, 1
d?s* ds ds* R ds* RdR Rd—R
ds

relatie care conduce la
1, 1
ﬁ v = :i:RTR T .
ds
Trecand la norme in ultima egalitate, legatura dorita intre raza de curbura
R a curbei date si raza de curbura R* a evolutei corespunzatoare este

dR
R'=R||—
Hds

Vom incheia acest paragraf cu céateva consideratii asupra ecuatiei in-
trinseci a unei curbe plane.

Faptul ca curbura unei curbe plane a fost definita printr-o proprietate
geometricd (§1.6), independentd de reperul la care este raportata curba, ne
face sa avem motivata afirmatia ca, daca schimbam reperul, curbura nu se
schimb&. Ne exprimam spunand cd: curbura este un invariant (scalar)
al unei curbe plane.

Mai mult, vom arata ca daca este data expresia curburii:

(1.122) = = F(s),

cu F - functie derivabila de arcul s, atunci curba plana este perfect deter-
minata, abstractie facand de pozitia ei in plan. Pe baza acestei afirmatii,
ecuatia 1.122 poarta numele de ecuatia intrinseca a curbei plane.

Teorema 1.56 Abstractie facind de o rototranslatie, exista o singura curba
plana pentru care curbura este o functie derivabila data de arcul s.

Demonstratie. Fie F(s) o functie derivabila de arcul s gi ¢ unghiul
dreptei tangente in punctul M al unei curbe cu axa Ox. Dacd F(s) este
curbura in M a curbei (C), avem, conform cu cele ardtate in §1.6,

% _

= F(s),
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ecuatie care integrata conduce la

s

(1.123) ¢ = /F(S)ds + %o,

0
unde ¢, este o constanta.

dz d
Tindnd acum cont ca — = cos ¢, Y9 _ = sin ¢ sunt componentele lui 7,

ds ds
obtinem prin integrare
(1.124) T = /cosgbds—i—xo, Y= /sin¢d$+yo,
0 0

Zo, Yo fiind constante.
Notand in 1.123:

avem in 1.124

/cos pds = /cos(@ + ¢g)ds = cos ¢0/ cos ®ds — sin ¢0/ sin ®ds,
0 0 0
/Sin pds = /sm (® + ¢y)ds = sin gbo/ cos ®ds + cos (;50/ sin ®ds.
0 0 0 0
Daca notam acum:
(1.125) X = /cos dds, Y = /Sin@ds,
0 0

obtinem din ultimele egalitati si 1.124 ecuatiile:

x = X cosg, — Y sing, + o
(1.126) { y = Xsin¢g, + Y cos ¢y + yo.
Relatiile 1.125 reprezintd ecuatiile parametrice ale unei curbe (Cj), iar 1.126,
ecuatiile parametrice ale unei curbe (C'), anume, toate curbele care au aceeasi
curburd data F'(s). Observam cd 1.126 se deduc din 1.125 printr-o roto-
translatie, [5]. Constantele xg, 3o, ¢, in 1.126 fiind arbitrare, concludem ca
1.126 reprezintd oo® curbe (C), oricare din aceste curbe obtinandu-se din
una din ele, de exemplu, din (Cy) (care corespunde lui zg = yo = ¢, = 0),
printr-o rototranslatie, c.c.t.d. m
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1.10 Reprezentarea grafica a curbelor plane

1.10.1 Ramuri infinite. Asimptote

Fie I = (a,b) un interval deschis (unde a si b pot lua si valorile —oo si

+00) si
©:{ 12u e,

o curba plana. Fie ¢ty unul din capetele intervalului /.

Definitia 1.57 Spunem despre curba (C) ca are o ramurd infinitd pentru
t — to daca thrglx(t) = t+00 sau tlil?y(t) = +o00.
—1lo —10
Presupunem ca t — t, defineste o ramura infinita a lui (C).

Definitia 1.58 Dreapta (D) este o asimptota pentru (C) daca

limdist(P, (D)) = 0,

t—to
unde P(x(t),y(t)) este punctul de pe (C') corespunzator valoriit a parametru-
lui.

Sunt posibile urmatoarele cazuri:
I. limx(t) = +oo, 1thr?y(zf) = yp (finit). In acest caz, dreapta y = y, este
—tlo

t—to
asimptota orizontald pentru (C').

II. tlil?y(t) = Fo0, thr?;z:(t) = 1 (finit). In acest caz, dreapta x = g
—tlo —tlo

este asimptota verticala pentru (C).

IT1. thr?x(t) = 400, thr?y(t) — 4o00. In acest caz, ciutdm asimptote
—t0 —to

oblice de forma (D) : y = mz + n, adica
(1.127) (D):mz—y+n=0

S& presupunem ca (D) din 1.127 este o astfel de asimptota si P(x(t),y(t)) €
(C). Avem:

o . ma(t) = y(t) + n
1.128 limdist(P, (D) = 1 =
(1.128) lLmdist(P, (D) = lim T2

Conditia ca aceasta limita sa fie 0 este echivalenta cu:

0.

(1.129) lim (ma(t) — y(t) +n) =0,

t—to



1.10. REPREZENTAREA GRAFICA A CURBELOR PLANE 59
adica

(1.130) lim 2(t) (m _yl) L) _

t—to xz(t)  x(t)
t
Tinand cont ci thrglx(t) = +00, din 1.130 rezultd ca m — % — 0 cand
St x

t — tg, adica exista si e finita limita

(1.131) m = lim@.

t—to (1)
Rescriind acum 1.129 sub forma
(1.132) n = lim (y(t) — mz(t)),

t—to

obtinem ca:

Daca (D) : y = mz + n este asimptota pentru (C'), corespunzitoare lui
t — tg, atunci m si n din 1.131 si 1.132 exista si sunt finite.

Reciproc, daca limitele 1.131 si 1.132 exista si sunt finite, atunci, inlocuind
in 1.128, gasim ca }LIgdiSt(P, (D) =0, adica (D) este asimptota pentru (C').

Am demonstrat astfel:

Teorema 1.59 Dreapta (D) : y = mx +n este asimptota pentru (C), cores-
punzatoare lui t — to, dacd §i numai daca exista si sunt finite limitele

m = }LI%%’ n= tlgg (y(t) — mx(t)).

1.10.2 Reprezentarea grafica

Fie (C) : x = x(t), y = y(t) o curba pland. Pentru a putea desena curba,
abordam urmatoarele probleme:

1. Domeniul de definitie I al functiilor x si y.
2. Paritatea/imparitatea, respectiv periodicitatea lui x §i y:

(a) Daca z(—t) = z(t), y(—t) = —y(t), Vt, atunci curba este simetrica
fata de Ox.

(b) Daca z(—t) = —z(t), y(—t) = y(t), Vt, atunci curba este simetrica
fata de Oy.
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(c) Dacd z(—t) = —x(t), y(—t) = —y(t), Vt, atunci curba este sime-
trica fata de O.
In toate aceste cazuri, vom reprezenta portiunea de curba care
corespunde valorilor pozitive ale lui ¢, iar restul desenului va fi
completat prin simetrie.

(d) Daca functiile = si y sunt periodice, avand perioadele respectiv T}
si T, si, in plus,
Ty p
- =€ Qv
T g
atunci, notand cu T = ¢17 = p15, avem
d(t+T) = alt+qhy) = a(t),
y(t+T) = a(t+plz) = y(b);
deci curba (C') este periodica, avand perioada T'; in acest caz,

restrangem studiul asupra unui interval de lungime 7', convenabil
ales (de exemplu, (0,7)).

. Limate la capetele domeniului; asimptote.
. Intersectiile curbei cu axele de coordonate.

. Puncte regulate/singulare ale curbei. Puncte de inflexiune.

In punctele singulare, vom determina pantele tangentelor (conform cu
cele ardtate in §1.7).

Punctele de inflexiune sunt acele puncte regulate in care iy — z9y = 0
(conform cu §1.5).

. Punctele multiple ale curbei si dreptele tangente la curba in aceste

puncte.

. Tabelul de variatie al functitlor x si y.

. Trasarea curbes.

Exemplu: Fie curba y?z + ay® + 23 — az® = 0, a > 0 (strofoida).
In primul rand, determinam o parametrizare a curbei. Pentru aceasta, o

intersectam cu dreapta y = tx, si obtinem:

a(l—t*)  at(l—1¢?)
1+ YT e
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. Domeniul de definitie al functiilor z si y: I = R.

. Avem z(—t) = z(t), y(—t) = —y(t), ca atare, curba este simetrica fata

de Oz si studiem variatia lui x si y doar pentru t € [0, 00).

limz(t) = —a, tlirny(t) = —o00, de unde deducem cd xr = —a este

t—o0

asimptotd verticald (pentru ¢t — +o00).

. Intersectii cu axele:

(a) cu Oy : din ecuatia z = 0, obtinem ¢ = +1, ambelor valori
corespunzandu-le punctul O(0, 0) (de unde rezulta ca O este punct
cel putin dublu);

(b) cu Oz : din y = 0, obtinem ¢t € {0,£1}. Pentru t = 0, gédsim
A(a,0).

Calculam derivatele lui = si y :

—4at . a(l — 482 —t4)

o’ T are)p

(r si y sunt definite si continue pe R); din & = 0, avem ¢ = 0, iar
y se anuleazs pentru t = ++/v/5 — 2, in consecintdi, nu avem puncte
singulare.

Puncte multiple: Rezolvam sistemul

a(l—12) a(l—1t3)

1+  1+8 .
aty(1—t7)  ate(1—1t3)
1+ 1+8
solutiile sunt t; = —1, 5 = 1, caz in care avem punctul dublu O(0, 0),

respectiv, t; = t3 (caz ce nu conduce la puncte multiple), deci, singurul
punct multiplu este O(0,0).

Tabelul de variatie al lui x i y :

0 N 1 00

t

x| 0 = - - = —

rla N\ N\ N0 N, —a
Jl+ + 0 - - - -

y| |0 /7 Yo N 0N o
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8. Desenul:

—al N~ o .
fig. 1.27

1.11 Curbe plane in coordonate polare

Reamintim, pentru inceput, cateva notiuni de geometrie analitica.
Un sistem de coordonate polare in plan este format dintr-un punct
O numit pol si o semidreapta Ox care trece prin pol, numita axa polara.
Presupunand ca am fixat un astfel de sistem de coordonate, un punct
oarecare M din plan este unic determinat de:

s
1. distanta p = HOMH de la O la M si

2. unghiul 0 dintre axa polara Ox si raza vectoare OM, masurat in sens
trigonometric (6 € [0, 27)).

Perechea (p, 0) poartd numele de coordonatele polare ale punctului M.
Legatura intre coordonatele carteziene (z,y) si cele polare (p,#) ale lui M
este data de formulele:

— /ZL'2+ 2
(1.133) (z,y) = (p,0) : { v’
tgh) = =
x
. ' r = pcosl
(1.134) (pv 9) (x’y> ’ { y = psinf ’

Un arc regulat de curba plana va fi, prin urmare, caracterizat printr-o
ecuatie de forma

(C):p=p(0)
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(unde 6 ia valori intr-un interval (a,b) C R), numitd ecuatia curbei in
coordonate polare. In continuare, trecem in revista principalele probleme
studiate pe parcursul acestui capitol, transcriind rezultatele in coordonate
polare.

e Conditii de regularitate
Presupunem ca functiile = si y definite prin 1.134 sunt bijective si de

clas# cel putin 1 pe domeniul de definitie. Atunci conditia 4% + 92 # 0
este echivalenta cu faptul ca

(1.135) = p'cosh— psinf si
y = p'sinf+ pcosh

nu se anuleaza simultan. Astfel, un punct M € (C) este punct singular
daca si numai daca

(1.136) { p cosf — psinf =0

p'sinf + pcosf =0 -

Sistemul 1.136 este liniar si omogen in necunoscutele p si p/, avand

determinantul
cosf@ —sinf

sinff cosf

‘:1, vo;

astfel, el admite doar solutia banali p() = p'(#) = 0. In concluzie,
punctul M € (C), corespunzitor unei valori date fy a parametrului
este punct singular daca si numai daca

(1.137) P>+ p” =0,

respectiv, M este punct regulat daca si numai daca expresia din mem-
brul stang al lui 1.137 este nenula.

e Elementul de arc. Lungimea arcului de curba

Inlocuind expresiile 1.135 ale lui & si ¢ in formula elementului de arc

ds = /1% + 2d6, obtinem printr-un calcul direct:

(1.138) ds =/ p? + p2db.

Lungimea arcului regulat de curba AB este

0B
(1.139) LAA = /\/p2 + p?df.
B
0a
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e Dreapta tangenta si dreapta normala

Inlocuim z si y din 1.134 in ecuatia dreptei tangente 1.32 si, respectiv,
in ecuatia dreptei normale 1.38, fapt lasat in seama cititorului.

In cele ce urmeaza, ne va fi util urmatorul rezultat:

Teorema 1.60 Tangenta unghiulut V' format de raza vectoare cu dreapta
tangenta la curba intr-un punct requlat este

P

Demonstratie. Fie M € (C) un punct regulat, MT tangenta in M la
curba (T € Ozx) si ¢ - unghiul dintre MT si Oz.

AvemV:(TM\T§i¢:9+V, adicd
(1.140) V=0¢-0.

De aici, deducem ca

tgop — tgb
tgV =tg(¢p— 0) = —
9V =190 =0) = 4
d :
Cum insd, tgp = d_y = Q sitgh = J (conform cu 1.134), obtinem
r x
tgy = 41
T+ Yy

Tindnd cont de 1.133 si 1.135, rezulta

xy —dy = p?, xi+yy=pp.
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Inlocuim acum in expresia lui tgV si gasim

2
gV = =L,
pp P

cctd. m

Fie, acum, M € (C') un punct regulat; notam cu PP’ perpendiculara in
O pe raza vectoare OM si cu T, respectiv, N, intersectiile dreptei tangente,
respectiv, ale dreptei normale in M la curba cu PP’. Se pun in evidenta
urmatoarele segmente:

1. segmentul tangenta polarad S;,, = MT;
2. segmentul normala polara S,, = M N;
3. segmentul subtangenta polara S, = OT;
4. segmentul subnormala polara S,,, = ON.

Tinand cont de teorema demonstrata mai sus, se verifica usor egalitatile:

2

P
Sstgp = |7 Ssnp = ‘pl|7

p
Stg, = VP22 S, = VP22

e Curbura curbei (C) : p = p(0) intr-un punct regulat este

K p2+2p/2_pp//
(? + p2)2

(1.141)
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Intr-adevir, fie M si M doud puncte infinit apropiate ale lui (C'). Notim
cu A« unghiul de contingenta al dreptelor tangente si cu V, respectiv, V+AV,
unghiurile formate de razele vectoare cu dreptele tangente in punctele M si
M (vezi figura de mai sus).

In patrulaterul OMAM avem:

A+ 180° —V +180° — Aa+ V + AV = 360,

de unde
Ao = A0 + AV.

Aplicand 1.53, 1.54, curbura medie a arcului MM este:

AV
K, Do_a0+aV 1Y Rg
" As As As 7
Af
respectiv, curbura in M a lui (C') are expresia:
AL
K = lim A _ df
0—0 & @ )
Af de
Conform cu 1.138, numitorul are valoarea
ds
©@ S22
Q- VT

Pentru a calcula numaratorul, folosim teorema 1.60, scrisa sub forma

V= arctgﬁl.
p
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Avem: /2 /! /2 /!
av. 1 P —pp” T —pp
do 2 2 O p2 4 2
si deci
2 1
Nk )

oo PP P2 —pp

VPP (p* + )2

Observatie: Formula 1.141 se mai poate obtine si din formula curburii

1.57, inlocuind expresiile lui , 7, x si y.

e Coordonatele centrului cercului osculator. Derivand inca o data
1.135, obtinem:

- dz‘r 1 ’ .

r = — =p cosf—2psind — pcost
de

wo d2y o , '

y = p =P sinf + 2p’ cosf — psin 6.

Printr-un calcul direct, obtinem

1

iy —xy = p° +2p% = pp.
Rezulta ca un punct M € (C) este punct de inflexiune daci si numai
daci p?+2p%—pp” = 0. Presupunand ci M nu este punct de inflexiune,

d
tinand din nou seama ca %+ 7> = d—; = \/p? + p”? si de formulele 1.47,

obtinem pentru coordonatele centrului cercului osculator expresiile:

(p'sinf + pcos)(p? + p?)

— 0 —
@ p o8 ,02 +2p12 _pp//

5 = psing (p cos B — psin ) (p? + p?)

= psmb+ 2 292 — 1" :
p°+2p Pp

e Punctele multiple ale lui (C) sunt date de solutiile sistemului

p(01) = p(62)
0y = 2km + 61, pentru un k € Z.

e Asimptote. Presupunem ca pentru € = 6, se obtine o ramura infinita
a curbei (C). Conform cu cele ardtate in paragraful precedent, aceasta
inseamna:

(1.142) elirgl Var+y? = elirgl p(0) = 0.
—bo —Vo
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Fie (D) o asimptotd a lui (C'), corespunzidtoare ramurii infinite 6 = 6,
P € (C) corespunzitor valorii § a parametrului gi ) proiectia lui P pe

(D).
ik Q. o)
o N
o & Q >k

Notam cu OX paralela prin O la (D) si cu OY perpendiculara in acelasi
punct pe OX. Daca d este distanta de la polul O la (D), iar a unghiul pe
care il face aceastd dreaptd cu axa polard Oz, atunci dreapta (D) este unic
determinata de valorile lui d si a.

Fie Q" proiectia lui P pe OX. Avem:

dist(P; (D)) = PQ = QQ' — PQ'".
Insd QQr = d, PQ' = p(0) |sin(f — a)|, adica
dist(P; (D)) =d — p(0) |sin(d — «)].

Conditia ca aceasta distanta sa tinda la zero cand 6 — 6, devine astfel
echivalenta cu faptul ca limita

d= 0111191 p(0) [sin(f — «)|

sa existe gi sa fie finita.
Tindnd cont de 1.142 rezultd acum cd, daca (D) e asimptotd, atunci

lim sin(f — «) = 0, adica
60—0q

(1.143) a =0y — k,

cu k € Z astfel ales incat o € [0, 7). Din ultima egalitate avem ca sin(f —a«) =
+sin(0 — 6y, ), adica

(1.144) d= 9111191 p(0) [sin(6 — 6)]| .

Reciproc, dacd limita 1.144 exista si e finitd, atunci dist(P; (D)) — 0
cand 6 — 6y, prin urmare, dreapta definita de 1.143 si 1.144 este asimptota
pentru curba (C'). Am demonstrat astfel

Teorema 1.61 Curba (C) : p = p(0) admite asimptotd corespunzatoare ra-
murii infinite 0 = 0y daca si numai daca limita 1.144 exista gi este finita.
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1.12 Curbe plane des utilizate in tehnica

In acest paragraf vom deduce ecuatiile catorva curbe des utilizate,
pornind de la o proprietate a acestora, adica determinandu-le ca locuri geo-
metrice.

1.12.1 Cisoida lui Diocles

Consideram un cerc de raza data a si dreapta tangenta intr-un punct fixat
A de pe cerc. O secanta variabila dusa prin punctul O, diametral opus lui
A, taie cercul in C si dreapta tangenta, in B (fig. 1.28).

Y
C+0
? 5 \
0 A X
fig. 1.28

Locul geometric al punctelor P cu proprietatea
(1.145) BP =0C

poarta numele de cisoida lui Diocles.

In continuare, ne propunem s# determinidm ecuatia acestui loc geomet-
ric. Pentru aceasta, consideram O originea reperului, iar ca axa Oz, alegem
dreapta OA, respectiv, ca axa Oy, perpendiculara in O pe OA.

Fie 6 unghiul (variabil) format de secantd cu axa Oz si p, lungimea seg-
mentului OP. Atunci, coordonatele x si y ale lui P sunt:

x = pcosh, y= psinf.

Evident, p variaza cu #; mai precis, avem

p=0P=0B—-BP=0B-0C= — 2a cos b,

cosf

unde am tinut cont ca, in triunghiurile dreptunghice OAB si OC' A avem

2
respectiv: OB = —a, OC = 2acos?.
cosf
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In consecinta,

. 29
(1.146) p=2a"2

cosf’

relatie care reprezinta ecuatia cisoidei in coordonate polare.
Inlocuind 1.146 in expresiile lui x si y, obtinem:

r = 2asin’f
(1.147) sin®6

relatii ce reprezinta ecuatia cisoidei in reprezentare parametrica.
Tinand cont ca
tg*0 B y?
1+1tg20 224 y?’

v _ tgl, sin?f =
x

din 1.147 deducem ca )

Y
= 20—
= 2a—; vl
sau
(1.148) 23 4+ zy? — 2ay? =0,

relatie ce reprezinta ecuatia cisoidei in reprezentare implicita. In
reprezentare explicita, avem

(1.149) y=ta, ) —

20 — 1’
Merita remarcat ca, in reprezentare implicita, avem
!/ /!
F,=F,=0

daca si numai daca = y = 0, deci, singurul punct singular al cisoidei este
0(0,0). Acesta este un punct dublu, deoarece F ;’2 = —4 # 0. Determinand
pantele dreptelor tangente in acest punct (cf. §7), obtinem ca acesta este un
punct de intoarcere.

Utilizand algoritmul de reprezentare grafica, fie pentru reprezentarea pa-
rametricd, fie pentru cea explicitd (studiat in liceu), cisoida aratd ca in fig.
1.29.
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M

fig. 1.29

1.12.2 Cicloida

Cicloida este curba plana descrisa de un punct fix de pe un cerc care
ruleaza fara sa alunece pe o dreapta fixa.

Fie O un punct fix al unui cerc de raza a tangent in O la dreapta d.
Pentru a determina ecuatia cicloidei, consideram punctul fix O drept origine
a reperului, dreapta tangenta d drept axa Ox si axa Oy, perpendiculara in
O pe d.

I
M
R S WO
slrk‘o &
0 R () x

Cercul ruland din pozitia O pana in pozitia A, punctul care a fost in O a
ajuns in M. Avem:

OA = AM = a¢,

unde ¢ este unghiul de rulare.
In triunghiul OwM avem

— —_— —
OM = Ow + wM.

Proiectand pe axa Ox, respectiv, Oy, ultima egalitate si notand cu z,y co-
ordonatele carteziene ale lui M, obtinem:

— —_ — —
T = pro,Ow + pro,wM,  y = proy,Ow + proywM.
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Dar
— —
pro;Ow = OA=a¢p, pro,Ow=Aw=a,
ate = 270°,
— —_— =
proswM = wM - i = —AM' = —wS = —acos(180° — @) = acosa =
— —_— =
acos(270° — ¢) = —asin¢ si projwM = wM - j = SM = asin(180° — «)
= asina = asin(270° — ¢) = —acos ¢, de unde
r=ap—asing, y=a— acos o,
sau inca
(1.150) r=a(p—sing), y=a(l — cos¢),

ceea ce reprezinta ecuatiile parametrice ale cicloidei. Eliminarea para-
metrului ¢ din 1.150 conduce la reprezentarea explicita

z = aarccos - _ vV 2ay — y?,
a

reprezentare ce insa, nu este, in general, utilizata.
Exercitiu: Tindnd cont de 1.150, reprezentati grafic cicloida.

K

Lo

fig. 1.30 - cicloida

1.12.3 Epicicloida. Cardioida

Epicicloida este curba descrisa de un punct de pe un cerc care ruleaza,
fara sa alunece, pe un alt cerc exterior fix.

Fie cercul cu centrul in O de raza b care ruleaza pe cercul fix cu centrul
in O si de raza a. Alegem reperul xOy cu originea in centrul O si directiile
axelor a doi diametri perpendiculari, axa Ox trecand prin punctul A, punct
initial de contact intre cercurile considerate.

Sa consideram rularea cercului O din pozitia A intr-o pozitie arbitrara,
cu N punct de contact. Punctul A va trece in punctul M (fig. 1.31).
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fig. 1.31

Notam:

¢ =NOz, ¢ = NO'M,

si avem AAN = NA]W, adica

ap = b¢',
de unde a
¢ =20
si deci
s+9 =20

relatie pe care o vom utiliza in cele ce urmeaza.
Din triunghiul OM O’ avem relatia:

OM = 00 + O'M,

care, proiectata pe axele de coordonate, conduce la urmatoarele expresii pen-
tru coordonatele punctului M de pe epicicloida:

— — — —
x = pro,00" + pro,O'M, y = pro,00" + pro,O'M.
Dar:
— —
pro.00" = 00" i = (a+b)coso,
—
pro,00" = (a+0b)sing

_— _— —
si proeO'M = proiyO'M = beos MO'z' = beos(¢p + ¢’ — 180°) = —bcos(¢p +
b 4 —_—
¢) = —boos L ¢, respectiv, pro,0O'M = bsin MO'z' = bsin(¢ + ¢’ —
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b — —_— —
180°) = —bsin(¢ + ¢') = —bsin a4 —bi_ ¢, deoarece MO'N' = MO'x’ + 2'O'N,
adici ¢’ = MOz’ + 180° — ¢, deci MOz = ¢ + ¢ — 180°, relatie ce a fost
folosita.

In acest fel, obtinem ecuatiile parametrice ale epicicloidei sub forma:

T = (a+b)cos¢—bcosa+b¢
(1.151) oo
y = (a+b)sin ¢ — bsin ¢.

Cardioida este epicicloida in care cele doua cercuri, cel fix si cel mobil,
au raze egale.
Luand a = b in 1.151, obtinem ecuatiile parametrice ale cardioidei:

x = a(2cos ¢ — cos 29)
(1.152) { y = a(2sin ¢ — sin 2¢)

si ea este reprezentata grafic in fig 1.32.

fig. 1.32 - cardioida

Este interesant de determinat ecuatia cardioidei in coordonate polare. In
acest scop, este avantajos sa translatam reperul Oy in punctul A; astfel,
avem schimbarea numai a abscisei, care devine z — a. In acest reper, avem:

x=a(2cos¢ — cos2¢p — 1)
y = a(2sin ¢ — sin 2¢)

sau

x = 2acos ¢(1 — cos @)
(1.153) { y = 2asin ¢(1 — cos p)
de unde
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Inlocuind ultimele relatii in expresia lui  din 1.153, obtinem:

adica

(1.154) 2% 412 = 2a(\/22 + 42 — 2),

sau, daca vrem,
(1.155) (2% + y* + 2a7)* — 4a*(2* + 9*) = 0.

Ecuatia 1.154 sau 1.155 reprezintd forma implicitd (irationald, respectiv,
rationald) a ecuatiei cardioidei.
Trecand in coordonate polare, 2% + y* = p* si * = pcos 6, obtinem

(1.156) p = 2a(l — cosb),

reperul polar avand drept pol punctul de contact al cercurilor, iar drept axa
polara, linia centrelor celor doua cercuri.

1.12.4 Hipocicloida. Astroida

Hipocicloida este curba descrisa de un punct de pe un cerc care ruleaza

fara sa alunece, pe un alt cerc fix, cercurile fiind interioare.

Alegem ca reper xOy doi diametri perpendiculari ai cercului fix de centru
O, axa Oz trecand prin punctul A, punct initial de contact intre cercurile
considerate.

Sa consideram rularea cercului O din pozitia A intr-o pozitie arbitrara,
cu N punct de contact intre cercul fix si cercul mobil. Punctul A va trece in
punctul M (fig. 1.33)
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Notam: o o
6= NOz, ¢ = MO'N
(in sens trigonometric) si avem:
AN = MN
(in sens trigonometric), adicd a¢ = b¢', de unde ¢' = %¢ si deci

a—>b
b

relatie pe care o vom utiliza in cele ce urmeaza.
Din triunghiul OO’ M avem

¢/_¢: ¢7

— _— —
OM = 00" +O'M,
din care rezulta
— —_— — —_—
z = pro.00" + pro,O'M, y = pro,00" + pro,0'M.
Dar:
—_— _— —
pro.00" = 00" i = (a—b)coso,
—_—
proy00" = (a—b)sing,

pro.O'M =O'M- i =—015 = —bcos MO'z" = —bcos(¢— ¢ —180°) =
. / a—>b . PRy i

beossin(¢p — ¢) = bcos 2 ¢, respectiv, pro,O'M = O'M - j = SM =
— —b
bsin MO'x” = bsin(¢' — ¢ —180°) = —bsin(¢ — ¢') = —bsin a4 ¢, deoarece
MO'zZ" + 700 +180° = MO'N (in sens trigonometric), adicd MO'z" + ¢+
180° = ¢/, de unde MO'x" = ¢’ — ¢ — 180°, relatie ce a fost utilizata.

In acest mod, am obtinut ecuatiile parametrice ale hipocicloidei sub
forma

x:(a—b)cosgzﬁ—l—bcosa;bgb
0.

(1.157)

a—>

y = (a—b)sin¢ — bsin

Astroida este hipocicloida care are patru ramuri simetrice.

In acest caz, raza b a cercului mobil trebuie s§ fie a patra parte din raza
cercului fix, pentru ca el sa se agtearna intr-o rulare completa pe un sfert de
cerc (fig. 1.34)
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fig. 1.34 - astroida
Luand a = 4b in 1.157, obtinem

x = b(3cos ¢ + cos 3¢)
(1.158) { y = b(3sin¢g + sin3¢) ’

ecuatiile parametrice ale astroidei, care se mai pot scrie gi sub forma:

x = 4bcos? ¢
y = 4bsin® ¢
sau
T = acos’® ¢
(1.159) { y = asin® ¢

Eliminadnd parametrul ¢ din ecuatiile 1.159, gasim ecuatia astroidei in
reprezentare implicita:

2 2 2
T3 —|—y3 = a3.

Vom da, in continuare, citeva exemple de curbe plane in reprezentarea
polara p = p(0).

1.12.5 Ecuatia unei drepte in coordonate polare

Fie OP = p distanta de la originea O a reperului zOy la dreapta d, «

unghiul de inclinatie al dreptei d fata de Oz si p, 6 coordonatele polare ale
unui punct M € d (fig. 1.35)

1 ()
™M
S 3
9 *
0 %
p
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Avem:
OP = OM sin ¢,

si, deoarece ¢ = o — 0, rezulta din ultima egalitate relatia
p= pSiIl(Oé - 0)7
adica ecuatia dreptei in coordonate polare sub forma:

p
1.1 = £
(1.160) P sin(a — 0)’

unde o = arctgm, m fiind panta dreptei.

1.12.6 Ecuatiile conicelor in coordonate polare

Se stie ca orice conica nedegenerata poate fi definita ca locul geometric al
punctelor din plan care se bucura de proprietatea ca au raportul distantelor
la un punct fix, numit focar si la o dreapta fixa, numita directoare, constant.
Aceasta constantd se noteaza cu e i se numeste excentricitate.

Ecuatiile conicelor raportate la un pol situat intr-un focar si la o axa
coincizdnd cu axa conicei se numesc ecuatiile conicelor in coordonate
polare.

Pentru a obtine aceste ecuatii, consideram focarul conicei in O, axa polara
fiind axa conicei (caz in care dreapta directoare d este perpendiculara pe axa
polara (fig. 1.36)).

@ fig. 1.96

Avem
OM

MT ~
Insi MT = MN + NT = pcosf + d si deci

€.

N
pcosf +d

)

adica, p = pecosf + de.
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Notand de = p, avem

p

1.161 = —
(1.161) p 1—ecosf’

ecuatia conicelor in coordonate polare.

Daca e = 1, avem
p

1 —cos@’

ecuatia parabolei in coordonate polare.

p:

1.12.7 Spirale

Spirala lui Arhimede ia nastere prin deplasarea unui punct cu o viteza
uniforma pe o semidreapta, in timp ce semidreapta se roteste in jurul unei
extremitati fixe, cu o viteza unghiulara constanta.

Consideram semidreapta OD care se roteste cu viteza unghiulara con-
stanta w in jurul punctului O. Punctul M parcurge dreapta cu o viteza

constanta v. Notam o
OM = p, xOD =0

si cu t, timpul. Avem

p=uvt, 0 =uwt,
de unde
vl
p=—"
w
sau
(1.162) p =k,

ecuatia spiralei lui Arhimede in coordonate polare.

o)

7

0 *
fig. 1.37 - spirala lui Arhimede

Spirala hiperbolica. Construim in jurul polului O o serie de cercuri
concentrice, care taie axa polara in punctele Ay, A, As, ... Ducem din aceste
puncte pe cercurile respective arce egale, de lungime data a. Locul geometric
al extremitdtilor acestor arce este spirala hiperbolica (fig. 1.38, fig. 1.39)
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+ Q@
o /A A A ~
/ T &)
fig. 1.38 fig. 1.39
Avem:
AlMl = A2M2 = A3M3 = ... =a,
sau

Coordonatele polare ale punctelor M; verifica deci ecuatia
p- 0= a,

de unde

a
1.1 = —

ceea ce reprezinta ecuatia in coordonate polare a spiralei hiperbolice.

Din 1.163 rezulta ca, daca § — oo, p — 0, adica punctul de pe curba
ajunge la pol dupa un numar infinit de mare de rotiri complete. Se spune ca
polul este punct asimptotic.

Mai mult, din y = psinf si p = 'LH’ avem cu 1.163:
sin

sin 6
= a s
4 0

de unde )
sin 6

jp = i =
ceea ce ne arata ca y = a este asimptota orizontala pentru spirala hiperbolica
si motiveaza reprezentarea grafica a ei data in fig. 1.39.

Specificam ca spirala lui Arhimede 1.162 si spirala hiperbolica 1.163 sunt

cazuri particulare ale spiralelor generale de ecuatie:
p=ko".

Spirala logaritmica este curba in care argumentul 6 este proportional
cu logaritmul razei vectoare (fig. 1.40), adica
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1
0= z Inp, (k€ R — constant)

de unde

(1.164) p= ek

1.12.8 Lemniscata

81

Lemniscata este locul geometric al punctelor din plan cu proprietatea
ca produsul distantelor la doua puncte fixe este constant si egal cu patratul

jumatatii distantei dintre cele doua puncte.

Sa consideram Fi, F, - cele doua puncte fixe, O - mijlocul segmentului
F1Fy gi M un punct oarecare al lemniscatei. Alegdnd reperul polar cu O

drept pol si cu dreapta OF; ca axa polara, avem:

OM = p, zOM =0, OF, = OF, = a.

F, 0 3

Aplicand teorema cosinusului in triunghiurile OM F}, respectiv, OM Fy,

obtinem relatiile: M F?Z = p? + a?® + 2apcos b, respectiv, MF? = p* + a? —

2ap cosb.

Inlocuind ultimele egalitéti in definitia locului geometric,

MF, - MFy = d?,
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gasim ca:
(p* 4+ a®)? — 4a*p? cos® 0 = a*.
Ultima egalitate este echivalenta cu:
ot + 202 p? = 4a*p? cos? b,

sau cu:
p® =2a*(2cos? 6 — 1).

Inlocuind paranteza, obtinem ecuatia lemniscatei in coordonate polare
de forma:

(1.165) p® = 2a* cos 20.
Trecénd din coordonate polare in coordonate carteziene, obtinem ecuatia:
(z* +9*)* — 2a°(2® —y*) = 0,

adica reprezentarea sub forma implicita a lemniscatei.

1.12.9 Concoide

Concoida unei curbe date in reprezentarea polarda p = p(6) este curba
obtinuta din curba data prin adaugarea unui segment constant razei vectoare.
Cu alte cuvinte, concoida curbei p = p(f) este

p=p(0) + k.

Concoida cercului. Pentru a determina concoida unui cerc de raza data
a, scriem ecuatia in coordonate polare a acestui cerc, luand reperul polar cu
polul O un punct fixat pe cerc si axa polara prelungirea unui diametru fixat
ce trece prin O (fig. 1.41)
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In triunghiul OM N avem: OM = ON cos(180° — ) = —2a cos 6.
Adaugam razei vectoare marimea constanta k si avem toate concoidele
cercului dat, in reprezentare polara:

(1.166) p=Fk—2acos#.
In cazul particular k£ = 2a, obtinem una din concoidele cercului, anume
p = 2a(1l — 2acos);

comparand cu 1.156, deducem ca aceasta curba este, de fapt, cardioida.

Concoida unei drepte (concoida lui Nicomede)

Consideram o dreapta d perpendiculara pe axa polara, la distanta a de
pol si dorim sa determinam concoida acestei drepte.

In acest scop, folosind ecuatia 1.160, cu o = 90°, p = a, avem pentru
dreapta d ecuatia in coordonate polare:

_a
P= st
Concoida lui d va avea, deci, ecuatia:
(1.167) S
‘ P= os0 ’

avand reprezentarea grafica data in fig. 1.42:

AP
/\.e/
o0 & o
(d)




Capitolul 2

Curbe in spatiu

2.1 Reprezentarea analitica a curbelor in
spatiu

Prin curba in sens larg intelegem o multime de puncte (I') din R3, ai
caror vectori de pozitie satisfac ecuatia:

(2.1) T =7(@), te(ab) =1,

— = —
care in reperul ortonormat {O, 1,7,k } al lui R? se scrie sub forma

—

T)=at)i +yt) ] +2()k, tel.

Ecuatia 2.1 poartd numele de reprezentare parametrica a lui ('), iar ¢
este numit parametrul acestei reprezentari.

Pentru a putea aplica notiunile si rezultatele calculului diferential ecuatiei
2.1, va trebui sa o inzestram cu presupuneri diferentiabile si facem aceasta
in cele ce urmeaza, ordonand riguros introducerea conceptului de curba in
spatiu in geometria diferentiala.

Definitia 2.1 Reprezentarea 2.1 este numita reprezentare admisibila de
clasa p daca ea satisface urmatoarele presupuneri:

Py. Aplicatia t — 7 (t) : I — (I') este bijectivd.

Py. Functia vectoriala T;este de clasa p > 1 pe I.

dr
P,. Derivata sa T = s este diferita de zero peste tot in I.

Este evident ca 2.1 nu este unica reprezentare parametrica posibila pentru
o curba data. Putem obtine din ea o alta reprezentare parametrica printr-o

85
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transformare de tipul
(2.2) t=t(t").

Deoarece multimea punctelor (I') din 2.1 este initial conditionata, vom
admite numai acele transformari care, aplicate unei reprezentari 2.1 admisi-
. o v v e o el — — v
bile de clasi p, sa conduca la reprezentari admisibile 7" = 77 (t*) tot de clasa

p si s8 reprezinte intreaga multime de puncte (I').

Definitia 2.2 Doua reprezentari admisibile de clasa p se spun a fi echiva-
lente daca exista o transformare de parametrut = t(t*) care sa le transforme
una in alta, cu urmatoarele proprietati:

Py. Punctia t =t(t*) : I* — I, unde I* este un interval, este bijectiva.

Pf. Functia t = t(t*) este de clasa p > 1 peste tot in I*.

dt

Pj. Deriwata e este diferita de zero peste tot in I*.

Este usor de verificat ca relatia definitd mai sus indeplineste axiomele
echivalentei.

Definitia 2.3 O clasa de echivalenta de reprezentari admisibile de clasa p
se numeste arc regulat de curba de clasa p.

Cu alte cuvinte, un arc regulat este format din multimea de puncte (I")
(puncte ale arcului) si un reprezentant 7 = 7 (t) al clasei de echivalenta:
{(T): 7 =7(t),t € I}. In continuare, vom neglija acolada pentru de-
semnarea arcului regulat, notand simplu:

) :7=7@t), tel

Conditiile Fy, Py, P se numesc conditii de regularitate. Un punct
care indeplineste aceste conditii se numesgte punct regulat, spre deosebire
de punctul singular, care nu indeplineste cel putin una din aceste conditii.
Este evident, din cele de mai sus, ca un arc regulat este constituit din puncte
regulate, abstractie facAnd eventual de extremitati, si ca un arc regulat nu
are intersectii cu el insusi (conform presupunerii /), adicd, nu are puncte
multiple.

Fie I un interval, nu neaparat marginit.

Definitia 2.4 O reprezentare de forma 7 = 7 (t) : I — (C) se numeste

reprezentare general admisibild de clasd p daca ea satisface Py si Py
(nu neaparat si Py), insa restrictia acesteia la un subinterval I = (a,b) C I
este un arc requlat de curba.
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—

Definitia 2.5 Doud reprezentiri 7 = 7 (t) : I — (C) i 7 = 7 (t*) : [* —
(C) general admisibile de clasa p se spun a fi echivalente daca pentru orice
subinterval 1 = (a,b) al lui I, restrictia lui 7 (t) la I este echivalentd cu
restrictia lui ?(t*) la un subinterval al lui I*, in sensul definitieir 2.2.

Axiomele echivalentei sunt evident indeplinite, aga incat dam

Definitia 2.6 Prin curba de clasa p, intelegem o clasa de echivalenta de
reprezentari general admisibile de clasa p. Elementele multimai de puncte din
aceasta clasa sunt numite puncte ale curbezi.

Agsadar, o curba este ansamblul format de multimea de puncte (C)
puncte ale curbel) si un reprezentant 7 = 7 (t) al clasei de echivalenta:
{(C T(t),tel CR}. In continuare, vom nota, pentru simplitate:

(C): 7 =7(t), tel.

Definitia de mai sus afirma ca, de fapt, o curba de clasa p este o
reuniune de arce regulate de clasa p.

Deoarece presupunerea F, nu este intotdeauna indeplinita, o curba poate
admite puncte multiple (autointersectii). Curbele care nu admit puncte mul-
tiple se numesc curbe simple.

O curba se spune a fi inchisa daca ea poate fi reprezentata printr-o functie
vectoriald periodica 7 (¢):

Tt+w) =T(t), Vtel

(unde w > 0 este fixat).

O curba se numeste plana daca toate punctele ei sunt continute intr-un
plan; o curba care nu este plana se numeste curba stramba.

Geometria diferentiala a curbelor in spatiu se ocupa in mod special de
studiul curbelor in vecinatatea unui punct regulat.

Din expresia analitica a functiei vectoriale 2.1, avem:

r = x(t)
(2.3) y=y(t)
z = 2(1),

pentru un arc regulat cu t € (a,b) sau pentru o curba cu ¢t € I, ecuatii ce
poarta numele de ecuatiile parametrice ale arcului sau curbei in spatiu.

Deoarece intr-un punct regulat, 7 # 0, rezulti ci, intr-un astfel de
punct, cel putin una din derivatele @(t), y(t) sau 2(t) este diferitd de zero.
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Dacd, de exemplu, #(t) # 0, rezultd ca functia x = z(t) admite o inversad
t = t(x) si avem pentru un arc regulat (mai general, chiar pentru o curba)
ecuatiile:

(2.4) y=1y(x), z=z(z).

Astfel, o curba in spatiu poate aparea si in reprezentarea 2.4 cu x drept
parametru, ecuatiile 2.4 reprezentdnd din punct de vedere geometric inter-
sectia a doi cilindri, primul cu generatoarele paralele cu Oz si al doilea, cu
generatoarele paralele cu Oy.

La fel, daca y(t) # 0 sau 2(t) # 0, obtinem pentru curba reprezentdrile:

r=uz(y), z=2z2(y),

cu y drept parametru, sau, respectiv,

r=1(2), y=1y(2),

cu z drept parametru al curbei.
Mai general, o curba in spatiu poate fi obtinuta si din sistemul

F(z,y,2)=0
(25) { Glroy,2) — 0,

care, in conditiile teoremei functiilor implicite pentru doua ecuatii implicite
1.37, conduce la ecuatii de tip 2.4. Amintim ca functiile F’ si G trebuie sa fie
continue, cu derivate partiale cel putin de ordin 1 continue si cel putin unul
din determinantii functionali

26 D(F,G) _ W@ ﬂ‘ DMKD:‘E F

’ D(y, 2) G, G, | D(zx) G, G |’
D(F,G) ’ E, F] ‘
D(,y) G, G,

sa fie diferit de zero. Ecuatiile 2.5 poartd numele de reprezentarea
carteziana generala a curbei.

Daca in 2.5 consideram x,y ca variabile independente atunci putem, in
conditiile impuse de analiza matematica, explicita 2.5 in forma:

@.7) {zzﬂ%w

z=g(x,y),

care este o ultima forma analitica pentru ecuatiile unei curbe in spatiu.
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Deoarece ecuatia z = f(z,y) poate fi scrisd sub forma:

(2.8) y _ v
z = f(u,v),

cu u, v drept parametri, aceasta reprezintda o suprafata in sens larg. Mai
mult, ecuatia

(2.9) F(z,y,2) =

reprezinta o suprafata in sens larg. Pana la ordonarea riguroasa a conceptului
de suprafata (care va fi facutd in capitolul urmator), vom admite cd functia
F' din 2.9 are proprietatea ca cel putin una din derivatele partiale de ordinul
intai Fy, Fy, I, este nenuld in vecindtatea oricaruia din punctele sale, ipoteza
necesara trecerii de la ecuatia 2.9 la ecuatiile 2.8.

Revenind la ecuatiile 2.5, observam ca o curba in spatiu poate fi obtinuta
si ca intersectia a doua suprafete.

Observatie: Nu intotdeauna o curba in spatiu este intersectia completa
a doua suprafete. Putem vedea acest lucru pe exemplul urmator:

y=a* 22—y =0,

3

care, pe langd punctele curbei (C) : y = 2%, 2 = 23, mai contine si axa Oz

(x=0,y=0).

Vom exemplifica reprezentarea analitica a curbelor in spatiu prin curba
Viviani (fig. 2.1).

Aceasta este curba de intersectie dintre sfera (S) 22 + y* + 22 —r? = 0 si
cilindrul (§") z* + y? — rz = 0.



90 CAPITOLUL 2. CURBE IN SPATIU

fig. 2.1

Ecuatiile generale ale curbei sunt:

4yt + 22 —r?=0
2?2 +y? —rax=0.

Vom da si o reprezentare parametrica a curbei.

Fie M (z,y,z) € (C), M'(x,y,0) - proiectia lui M pe planul Oy (M’
apartine cercului de diametru OA). S& observam ca triunghiurile AOAM’ gi
AOM M’ sunt dreptunghice si congruente (OM’ comund si OA = OM =r).
Prin urmare, AOM' = MOM'. Notand cu t = m’, obtinem:

x = OM' cost
y=O0OM'sint
z=0Msint

Dar OM' = OAcost = rcost si deci,

x =rcos’t
y=rsintcost , t€l0,2n]
z=rsint

constituie o reprezentare parametrica a curbei Viviani.
Alte exemple le vom studia pe parcurs.
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In ceea ce urmeazs, vom prezenta teoria diferentiali a curbelor in spatiu
in reprezentarea parametrica 2.1, iar la finalul capitolului vom prezenta for-
mulele necesare trecerii de la reprezentarea parametrica la reprezentarea
carteziana generala.

Incheiem acest paragraf introducand notiunea de orientare pe o curbi
in spatiu, in acelasi mod ca pentru o curba plana.

Definitia 2.7 Numim sens pozitiv de parcurs pentru curba (C) : 7 =

?(t), t € I, sensul care corespunde cresterii valorilor parametrulus t.

Evident, existd doud moduri de orientare a lui (C') si trecerea de la o ori-
entare la orientarea opusa poate fi efectuata printr-o transformare de para-
*

metru a cirei derivatd este negativa: ¢t = t(t*), < 0 (in particular, putem

dt
alege t = —t*).

2.2 Element de arc al unei curbe in spatiu

Notiunea de arc rectificabil al unei curbe plane a fost introdusa in §2 al
capitolului precedent. Deoarece aceasta notiune este independenta de reper,
ea raméane valabila si pentru curbele in spatiu.

r=uz(t)
Fie (C) : y=1y(t) , t € CR o curbad reprezentatd parametric si
z=2z(t)

T=T@) =) pt y (t) 7 + 2 (t) ?, ecuatia vectoriald a curbei.

24

fig. 2.2
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Consideram AB un arc regulat pe curba (C), cu A corespunzator valorii
t = a a parametrului, iar B - lui t = b. Avem:

Teorema 2.8 Arcul requlat AB este rectificabil. Lungimea sa este:

b
) .2 .2 .2
?(t)Hdt: Vo +y + zdt

Numarul LAAB este independent de reprezentantul claser de echivalenta a ar-

b

(2.10) Lo = /

a

cului regulat AB (adica, LAAB este independent de parametrizarea aleasa,).

Demonstratie. Consideram un poligon @),, de n coarde cu varfurile M,
date de vectorii de pozitie

unde tg=a<t; <ty <..<t,=b.
Poligonul @),, are lungimea

L(Qn) =l + 1o+ ... + 1,

unde

—_
ls = ‘ M,_1 M

este lungimea laturii s a poligonului, adica:
ls = H?s - ?5—1” =
— — —
= H(x —Too1) U+ (Ys —Ys1) J + (2 — zm1) K H :

Deoarece T (t) este o functie de clasd p > 1, putem aplica teorema de medie
din calculul diferential in ultima egalitate, obtinand:

— —
Iy = (ty — s 1) ‘:i:(tsl) U (t) T 4 () || Uty <ty <t j=
1,2,3. Sa notam

Cu aceasta notatie, avem:
ls = (ts - ts—l) H?sn :

A oA —
Adunéand si scazand || 1

in membrul doi al ultimei relatii, avem:

)

—
TS

= (=t
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unde 1, = || V|| — || 7’s|| . Suménd acum dupi s, obtinem:

n

(2'11) L(Qn) = Z(ts - ts—l)

s=1

—
s

+ Z(ts —ts 1),
s=1

Din inegalitatea triunghiului (proprietatile normei), insa,

775:”75“— 7>s S 7 _7}5

Folosind faptul c& 7, este continui, avem ci, pentru € > 0 dat, exists i(e)

e = = o . o o o
astfel incat || v, — 1'4|| < e daca ty, — t,_; < J. Din aceasta cauza, daca

lungimea corzii maxime este mai mica decét o, atunci

Z(ts - tS—l)ns S Z(ts - ts—l) ?s - ?s S
s=1 s=1
<€) (ty—teg) =ce(b—a)
s=1

Aceasta ultima egalitate ne arata ca daca lungimea corzii maxime se apropie
de zero cand n — oo, ultima suma din 2.11 tinde la zero; prima suma tinde,
in acest caz, la integrala 2.10.

In acest fel, prima parte a teoremei este demonstrats.

Fie, acum 7° = 7 (t*) un alt reprezentant al clasei de echivalents a
reprezentirii ¥ = 7 (t). Atunci, existd o transformare ¢t = #(t*) definita
pe un interval I* = (a*,b*) care duce o reprezentare in alta. Conform pre-

dt
supunerilor P, Py, avem — continua pe I* si substituind in 2.10 pe t*,

dt*
avem:
b* -
-
dt* =
/5

ceea ce demonstreaza si cea de-a doua parte a teoremei. m
Din 2.10, avem:

b

L=
AB

a

ol o] o - |5 e

(2.12) Lo = 7

a

b b
?(t)Hdt:/|]d?|]:/\/dx2+dy2+dz2.
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Expresia ||d7|| = \/d2? + dy? + d2? se noteaza cu ds si se numeste ele-
mentul de arc (elementul liniar) al curbei (C).

Avem, deci:
(2.13) ds* = ||d7 || =d7 -d7,

ds* = da* + dy® + d22.

Daca schimbam capatul fix de integrare b cu o variabila ¢ € [a,b], atunci
lungimea de arc L devine o functie de ¢, s& spunem, s(t). Inlocuind si valoarea
a din 2.10 cu o valoare fixata ¢y € [a, b], obtinem:

(2.14) s(t) = /

t
to

- t L AT
to

Functia s(t), numitd lungimea arcului MyM al curbei (C) (unde M, €
(C') este punctul care corespunde valorii ¢y a parametrului, iar M, punctul
corespunzator lui t), are interpretarea geometricd analoaga celei date pentru
lungimea arcului unei curbe plane.

Mai mult, teorema 1.8 de la curbe plane se traduce fara dificultate la
curbe in spatiu, obtinand:

Teorema 2.9 Lungimea de arc s(t) poate fi intrebuintata ca parametru in
reprezentarile parametrice ale curbelor in spatiu. Trecerea de la t la s
pastreaza clasa reprezentarii.

Avem, din 2.14:

de unde, prin derivare, rezulta

. . . . . ~ s v = —
Substituind inversa functiei s = s(t) in reprezentarea parametrica 7 = 7 (t),
obtinem reprezentarea curbei (C') sub forma:

(2.15) T =T (s),

cu s drept parametru, numit parametru natural.

Utilizarea parametrizarii naturale va simplifica unele din calculele facute
in consideratiile asupra curbei in spatiu, dupa cum vom vedea in paragrafele
ce urmeaza.
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Specificim c& punctul corespunzator pe (C) lui s = 0, adica t = ¢y poate
fi ales, in 2.14, arbitrar. Sensul pozitiv al reprezentarii 2.15 este acelasi cu cel
T — — .
al reprezentarii initiale 7 = 77(t), deoarece s = s(t) este o functie monoton
crescatoare. Utilizadnd observatia din finalul paragrafului precedent, pentru a
obtine orientarea opusa putem intrebuinta pe s* = —s, ca un nou parametru.
. N . . . . . — .
Facem conventia ca in continuare, derivatele functiei vectoriale 7 in
raport cu parametrul natural s sa le notam cu accente, spre deosebire de
derivatele aceleiagi functii in raport cu parametrul ¢ oarecare, pe care ne-am
obignuit sa le notam cu puncte:
— 22— . — .. 22—
—, dr _, d*r -, dr =, d°r
= = T =—, 17 = etc.

ds’ ds2’ = dt’ dt2

2.3 Dreapta tangenta si planul normal la o
curba in spa tiu

r=x(t)
Fie (C) { y=y(t) o curbd datd parametric si 7 = 7 (¢) - ecuatia
z=2z(t)

vectoriala a curbei.

Dreapta tangenta la curba intr-un punct M (z,y,z) € (C) regulat, este
pozitia limita a dreptelor M M’ atunci cand M’' € (C') — M. Din rationa-
mentul facut la calculul elementului arcului de curba rezulta ca tangenta este
de vector director:

ar o = s
- = =zx(t) 1 +yt)j+z0)k
2|
N(X,Y,Z)
— M("lylz}
R
b %
0 Y

fig. 2.3
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Daca I_%) este vectorul de pozitie al unui punct arbitrar N(X,Y, Z) de pe
o - N VI —
tangenta, atunci: R — 7" = MN = \71".
Adica:
- — —
(2.16) (tg): R=71T4+A71, XeR,

este ecuatia vectoriald a dreptei tangente in M la (C).
Pe componente, avem:

X—z Y-y Z-z

(2.17) (tg): — :
T Y z

Y

ecuatiile dreptei tangente la (C) in punctul M, sub forma de rapoarte.

. v — . N g —
Versorul dreptei tangente se noteaza cu 7 si se obtine impartind 7 la
lungimea sa:

— —d? —

- g _dar

(2.18) T N @ =
" dt

Daca curba este data de intersectia a doua suprafete:

F(z,y,2)=0
(©) { G(m,g?j,z)zo ’

presupunand cd z = x (t), y = y (t), z = z (t) este o parametrizare a curbei,
prin derivare in raport cu ¢, obtinem:

Fla+Fy+F'z =
(2.19) oy + Bz =0
Gor+Gy+ Gz =0
Matricea sistemului are rangul doi in punctul regulat M(x,y, z), prin
! /
urmare, putem presupune ca, spre exemplu, determinantul Gf G? este
x Y

diferit de zero.
Rezolvam sistemul de mai sus prin regula lui Cramer, luand % ca para-
metru. Obtinem:

T . y B z
F, F.| | F F F, F
G, G cel G, G
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Din 2.17 si ultimul sir de egalitati, obtinem ecuatiile dreptei tangente
in cazul curbei date ca intersectie de doua suprafete, sub forma:

X — Y — Z —
(2'20) F/ Fx/ = F/ yF/ = F/ ;/ :
¢l -laal léal
Yy z x z €T Y

Definitia 2.10 Se numeste plan normal (7y) la curba intr-un punct re-
gulat M € (C), planul perpendicular in M pe dreapta tangenta.

ﬁ
Notand cu R vectorul de pozitie al unui punct din planul normal (7y),
ecuatia vectoriala a planului normal este:

(2.21) 7 [1_%) _ 7 (t)} —0.
Pe componente, (7y) se scrie:
(2.22) r(OX -zl +yOY —y®)+ 2 [Z—-2()]=0,

sau:

X—az(t) Y—yt) Z—=z(t)
(2.23) F F! F | =o.

G’ G’ el

Y

2.4 Reperul Frenet

Fie (C) : 7 = 7 (t), t € I o curba de clasa cel putin 2 si My un punct
al lui (C'), corespunzétor valorii ¢y a parametrului. Presupunem ca M este
punct regulat. Avem

?(to) #0

si, dupd cum am vizut mai sus, vectorul 7 (¢y) ne d& directia dreptei tangente

A v 9 N . . — v
in My la curba. Ludm in considerare si vectorul 77 (ty). Daca

T (to) # 0,

punctul M, se numeste neinflexionar (in caz contrar, el poartd numele de
punct inflexionar al lui (C)).
Mai mult, daca

T (o) x T (to) # 0,



98 CAPITOLUL 2. CURBE IN SPATIU

.y o . — N o .
adicd, daca vectorii 7 (ty) si 7 (tp) nu sunt coliniari, atunci punctul M se
numeste nestationar (in caz contrar, el poartd numele de punct stationar

al lui (C)).

Presupunand ca M este neinflexionar si nestationar, directiile vectorilor

— L < < NNV :
7" (to) si 7 (to), impreund cu punctul My, determind in mod unic un plan.

Definitia 2.11 Se numeste plan osculator (my) la curba (C) intr-un punct
neinflexionar gi nestationar My(ty) € (C), planul care trece prin My si

contine directiile vectorilor 7 (to) si 7 (to).

Directia normald la acest plan este, evident, 7 (to) x 7 (to). De aici,
deducem ecuatia sa vectoriala:

(2.24) (o) (B =7 (t) {—P (to) x 7 <t0>] o,

H
unde R este vectorul de pozitie al unui punct oarecare din planul (7).
Pe componente, obtinem ecuatia planului osculator sub forma:

X—ato) Y-ylto) Z-2(t)

(to) y(to) %(to) =0.
(o) y (to) z (to)

(2.25) (o) -

x
x
Observatii:

1. Planul osculator (mg) contine dreapta tangentd la curba in M si este
perpendicular pe planul normal (7x) in M,.

2. In punctele inflexionare sau stationare ale lui (C') nu putem ataga planul
osculator. De aceea, in cele ce urmeaza, vom lua in considerare numai
punctele M € (C'), neinflexionare i nestationare.

3. Planul osculator nu depinde de parametrizarea aleasa pe curba (de
reprezentantul 7 = 7 (t) al clasei de echivalents). Intr-adevir, dacs

7 = 7 (t*) este un alt reprezentant al clasei de echivalenti, atunci:

S, A7 AT dr

Todt A+ dt’

R L v .
deci, r* este coliniar cu T Mai mult,

S _d (d7 dr _ (drN ¢ AT &
Codt \dt+ dt )\ dt dt=2 " dtr d2’
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de unde rezulta ca

Lo dr &7 d\*
2.2 TXT = :
(2.26) e (dt*xdt*2> (dt> ’

— d2—>
adica directia lui T X e coincide cu cea a normalei planului oscula-
— —
d*r

tor. Ca atare, planul definit de punctul M € (C) si directiile ey

coincide cu planul osculator in M la (C).

4. Daca punctul M este stationar intr-o parametrizare, el este astfel in
toate parametrizarile, fapt ce rezulta imediat din 2.26.

y=[(z)
z2=0 ’
x € I, reprezentarea ei explicita. Atunci, o reprezentare parametrica a
lui (C) este

5. S& presupunem curba (C) situatd in planul zOy. Fie {

T =1
(C): < y=f(t) ,zel.
z=0

. . : . _
Rezulti 7 = i + f’(t)?, T o= f”(t)7 si7T x 7T = f'(t)k, ceea
ce inseamna ca pentru o curba plana, notiunile de punct inflexionar,
respectiv, punct stationar, coincid, aceste puncte fiind date de solutiile

ecuatiei f”(x) = 0, fapt cunoscut din liceu.

Deoarece planele (7y) si () au in comun punctul de studiu M, € (C),
ele vor avea in comun si o dreapta.

Definitia 2.12 Dreapta de intersectie dintre planul normal (7x) si planul
osculator (mg) se numeste dreaptd normala principala (n,) .

Ca intersectie de doua plane, avem:

{0

TN — 0
Rezulta ca vectorul director al normalei principale este dat de produsul

. . . 1 . DV [ —
vectorial al vectorilor normali la planele in discutie, adica | 7 x 7 ) X T,

Ecuatia vectoriala a dreptei normale principale este:

(2.27) (n,): R =T (to) + A K? (to) X 7 (t0)> « T (to)} |
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Pe componente, obtinem ecuatiile de mai sus sub forma de rapoarte:

o X —x(te) Y —y(to)  Z—2z(t)
(2.28) (n,) : ‘ 5 o ' = 1 C ‘ = 1 B
y (to) = (to) x (to) = (to) x (to) (o)
unde

(to) = (to) 2(t) (o) (o) 3 (to) ‘

y(to) = (to) z(to)  (to) z (to) y (to)
Agadar, in M, € (C) am obtinut doud drepte perpendiculare si anume,

dreapta tangenta si dreapta normala principala. Acum, este usor de obtinut,
in My, o a treia dreapta, perpendiculara pe acestea.

Y

,C =

Definitia 2.13 Dreapta perpendiculara pe planul osculator (mg) in My se
numegte dreaptd binormalad (b,) .

Conform cu cele aratate mai sus, dreapta binormala este continuta in

planul normal si este de directie 7 (to) x 7 (to) .
Ecuatia vectoriala a dreptei binormale este:

(2.29) (by) B = 7 (to) + A [? (fo) X '?i(to)] .

Pe componente, obtinem ecuatiile dreptei binormale sub forma de
rapoarte:

unde A, B, C' sunt date mai sus.

Definitia 2.14 Se numeste plan rectificator in My € (C) planul ce trece
prin My st este perpendicular pe dreapta normala principala.

Ecuatia vectoriala a planului rectificator este:

(2.31) (7)) (ﬁ— ?(to)) - [(? (fo) X %(t@) x ?(to)} —0.

Ecuatia scalard a lui (7,) este:

B C

(2'32)‘ y(to) = (to) '(X_x(m) T 2 (te) 2 (t) '(Y_y(tO)H
A B
it v(to) ‘(Z_Z@O)):O
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Vom incheia acest paragraf cu cateva consideratii asupra versorilor
dreptelor introduse.

1. Prin 2.18, am vazut ca versorul dreptei tangente este:

— —
= _ rodr
= ds
7,
Deoarece ||7|| = 1, avem 7 - T = 1, care, prin derivare, conduce la 7-
—
dT oL
— =0, adica,
ds R
L. dT
7L —.
ds
é
: dt T
Cu alte cuvinte, I este o directie din planul normal (7y) .
s

2. Pe de alta parte, avem:

d7 &7 d (d7\  d (d7Tdt\ &7 ﬁ2+d7 4t
ds — ds®  ds\ds) ds\ dt ds) dt2 \ds dt \ ds?
o (dt\? (P
- (ds) i)

N e o .
Cum 7 si 7 sunt doua directii din planul osculator (m rezultd ca
S ! 0),
dT

E S (7T0) .
: . : . a7 &7 S
Din observatiile 1) si 2), obtinem c& Ts = de este o directie pe dreapta
s s
dr
normald principald (n,) . Din 2), mai rezultd cd — nu depinde de orientarea
pe curba, deoarece prin schimbarea s* = —s obtinem acelagi lucru. Vectorul
d7
Is se numeste vector de curbura.
s
Versorul vectorului de curbura se noteaza cu
d—>
=
(2.33) ‘7:-é§f
=
H ds

si este un versor pentru dreapta normala principala, numit versor normal
principal.
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Definitia 2.15 Se numeste curburda a curbei (C) in punctul requlat M €
(C), scalarul

(2.34) K= ||
’ | ds

. 1
Inversul curburic se numeste raza de curbura: R = e

Merita remarcat faptul ca, pentru o curba in spatiu, curbura este tot
timpul nenegativa: K > 0.

Definitia 2.16 Versorul dreptei binormale (b,) intr-un punct requlat M €
— —
(C), notat cu [, orientat astfel incat {M, TV, ﬁ} sa formeze un reper

direct orientat, se numeste versor binormal.

fig. 2.4

Din definitia de mai sus, rezulta
(2.35) B=7Tx7.

S& remarcam ca in fiecare punct regulat M € (C) am format un reper
ﬁ
mobil { M, 7,7, } atagat curbei, reper ortonormat si direct orientat.

Reperul obtinut se numeste reperul (triedrul) lui Frenet in punctul
M.
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In raport cu parametrul ¢ al curbei, versorii reperului sunt:

. - = — . .
= rxXr|xr SN

e T = '—>_ r X r
T = . 7V_ . . . 7B . .
—> — = — — =
T H(TXT)XT r X r

Planele reperului (7wy) , (m), (7,) se numesc fetele triedrului.

Dreptele (tg), (n,), (b,) se numesc muchiile triedrului.

Exemplu: Fie curba: z = acost, y = asint, z = ht, t € R (elicea
cilindrica). Sa se determine triedrul Frenet al curbei intr-un punct oarecare.

Avem:

£ = —asint, y=acost, 2z =Ah,

r = —acost, y= —asint, z=0.

Ecuatiile dreptei tangente sunt:

X—acost_Y—asint_Z—ht

—asint acost h

iar ecuatia planului normal,
—asint(X —acost) +acost(Y —asint) + h(Z — ht) = 0.

Versorul dreptei tangente 7 este dat de:

7 ! (—asinti+ t] + hk)
T = ——(—asIint? a CoSs ] .
Vh2 + a?

Ecuatia planului osculator este

X —acost Y —asint Z — ht
—asint acost h =0,
—acost —asint 0

sau, dupa dezvoltarea determinantului,
hsint(X —acost) — hcost(Y —asint) + a(Z — ht) =0,

de unde citim vectorul binormal b(hsint, —hcost,a) si deducem ecuatiile
dreptei binormale:
X —acost Y —asint Z—ht
hsint ~  —hcost  a
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Versorul 5 al acestei drepte este dat de:
(hsinti— hcost ] + ak).

- 1
i= Jira

Vectorul director al dreptei normale principale este 17, = (7" X ) X 7 = bx 7
sau
i ik
l,=| hsint —hcost a |=—(h®+ a®)(costi+sintj),
—asint acost h

prin urmare, ecuatiile dreptei normale principale sunt:

X—acost_Y—asint_Z—ht

cost © sint 0o ’

iar versorul normal principal 7 are componentele ¥(—cost, —sint,0) (¥ se
putea gasi si direct, din egalitatea I/ = B x 7). Planul rectificator are, atunci,
ecuatia:

(X —acost)cost+ (Y —asint)sint = 0.

2.5 Formulele lui Frenet

In paragraful precedent am descris modul de constructie al triedrului
Frenet pentru curba (C) 7 = 7 (t).
Tinand cont de Definitia 2.15, formula 2.33 se poate scrie:
dar 1 _,
2.36 — ==
(236) ds R
Ne propunem sa calculam derivatele in raport cu s si pentru ceilalti doi
versori. Deoarece lungimea lor este constant# (unitatea), derivatele lui 7 si

é
[ sunt vectori perpendiculari pe ei si deci, avem urmatoarea descompunere
dupa versorii triedrului:

dv — N
—S=a25+b277
2.37
(2:37) i _ o
E:agT—FbgV.
dr dv
Din 7 - 7 = 0, prin derivare, avem—T-7—|—7>-—V = 0, adica

ds S
1 — . o 1
E7-7+?-<a25 +b27>> =0. Ob’gmemcabg:—ﬁ.
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—
. — . .
Analog, din 7 - § = 0, prin derivare, avem:

AT — — dﬁ — — —
d—-6+7-d—:0:> T (a3 7 +b3V)=0=a3=0.
s s

Din v - f =0, prin derivare obtinem:

dv

.
VP

—_— :O:>53+CL2:0.
ds

1
Nota = — ¢i deci, b3 = —=.
otdm as Tl si deci, b3 T
Scalarul y = T se numeste torsiunea curbei (C) in punctul M, iar T’

se numeste raza de torsiune.
Am dedus urméatoarele formule:

dT 1,
_ — — UV
ds R’
d7v 1., 1—
2. - = —= —
(2.38) ds RT TP
H
dp 1_
_ — —— U
ds T
sau, matriceal,
0 ! 0
— - —
d | ° oy .
s\ 275 ° 7 ol
E NN A
T

numite formulele lui Frenet.

2.6 Curbura si torsiune. Interpretari geome-
trice

2.6.1 Interpretarea geometrica a curburii si torsiunii.
Semnul torsiunii

Fie curba (C) : x = x(s), y = y(s), z = z(s), datd in parametrizare
naturald si 7 (s), versorii sdi tangenti.
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: 2~ %% . 9 e —>
Construim sfera cu centrul in O, de razd 1 si translatdm versorii 7 (s),
cu originea in O. Varfurile acestora vor descrie in acest caz o curba pe sfera,
numitd indicatoarea sferica a tangentelor curbei (C) (fig. 2.5). In mod
—_

analog, translatand in O versorii binormali (3 (s), se obtine notiunea de in-
dicatoare sferica a binormalelor.

fig. 2.5

Fie (/) indicatoarea sferica a tangentelor. Ecuatia ei vectoriala este
() =T (s),

cu mentiunea ca, pentru I, s nu mai este parametru natural.

Fie P(s) si Q(s + As) (cu As > 0) doua puncte vecine ale lui (C) si P,
Q' corespondentele lor pe indicatoarea sferica (I) (fig. 2.5). Numim unghi
de contingenta al tangentelor, unghiul A« dintre OP’ gi OQ)'.

Teorema 2.17 Are loc egalitatea:

Ao

K(s) = A

Demonstratie. Lungimea segmentului P'()’ este:

[P =176 +a9 -7

Conform teoremei de medie, |7 (s+ As)— 7 (s)| = || 7 (s0)|| As, cu

So € (s, + As), adica
—_—

= K(s9)As.
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Impartind prin As si trecand la limitd cu As — 0, obtinem:

—_—
HP,Q/
(239) K=o as =4

P/Q/
As

Pe de alta parte, din triunghiul isoscel OP’'()’, avem

/ /
[Pl | aa
= |sin —| .
2 2
Inlocuim in 2.39:
2gin 22 sin 22 A
K(s) = li 2 | = i A —
(5) Ao As Aty | Ba As
Ao
o s Ty . .o 9
Cum insa, Al}grilo e | T 1, obtinem relatia cautata. m
2

In concluzie, curbura unei curbe este dati de variatia unghiului
de contingenta al tangentelor, raportata la variatia lungimii de arc.

Analog, putem construi unghiul de contingenta al binormalelor Ag;
rationand ca in teorema precedenta, modulul torsiunii este

A
x(s)l = | 32,

In continuare, ne propunem si studiem ce informatii ne oferg curbura si
torsiunea unei curbe despre forma acesteia in vecinatatea unui punct al ei.

Pentru aceasta, si presupunem ca functia K (s) se anuleazd pentru toti
s dint:un interval I. Din formula de definitie a curburii, avem K (s) = 0

d*r

ds?
Reciproca este evidenta. Am demonstrat astfel

ﬁ
= 0, adicd 7 (s) = sda + b, altfel spus, curba este o dreapts.

Propozitia 2.18 O curba este o dreapta daca si numai daca are curbura
tdentic nula.

Mai mult, din cele aratate mai sus, am putea afirma ca, pentru o curba
in spatiu, curbura intr-un punct masoara abaterea acesteia de la o dreapta $i
anume, dreapta tangenta la curbd in punctul considerat (vezi gi cazul curbelor
plane, Teorema 1.23).
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Propozitia 2.19 O curba (C) de clasa cel putin 3 si curburd nenula este
plana daca si numat daca torsiunea sa este identic nula.

_>
Demonstratie. Daca curba este plana cu K > 0, atunci [ va avea
H

d 1
directie, sens si modul constant si deci, I 0. Din 2.38 obtinem ca 7= 0.
s

1 . dp S . =
T = 0, atunci e 0 si prin integrare obtinem [ =
s

<. Cum T - E) = 0, prin integrare, obtinem ¢ - f?ds = const., adica
¢ -7 (s) = k = constant. Rezultd ci toate punctele curbei (C') cu torsiunea
nuls satisfac ecuatia ¢ - 7 (s) = k, adicd apartin unui plan care trece prin
M, fixat si perpendicular pe ¢ . Curba este, deci, pland. =

Reciproc, daca

Definitia 2.20 O curba 7 = 7 (t) este drept orientatd in punctul My €
(C) corespunzator valorii sg a parametrului natural s, daca pentru s > g
punctele M (s) ale curbei (C') parasesc planul osculator (o) in My pe partea

— A . o
data de . In caz contrar, ea se numeste stdng orientata.

Teorema 2.21 Fie (C) o curba de clasa cel putin trei in vecinatatea unui
punct My € (C), cu curbura i torsiunea nenule.

Daca torsiunea in My este pozitiva, atunci curba este drept orientata in
My, iar daca torsiunea in My este negativa, curba este stdng orientata in M.

Demonstratie. Deoarece curba (C') este de clasa cel putin trei, functiile
7 (s), 7' (s), T"(s), 7" (s) sunt continue. Aplicim formula lui Taylor si
avem:

2 3
T (s) = T (s0) + 7 (s0) L) 2,30) 7 (50) + S50 3,30) T (s0) + O,
— —
unde O — 0 cand s — sg.
Din formulele lui Frenet, rezulta:
AT
?I (So) = ?0, ?H (So) = E|So = K070
d —
T (s0) = (K () V() | = Ko Vo = K570 + Koxo B o,
unde Ko = K(sg), K, = K'(s¢) etc.. Avem, deci:
3
§—s
(2.40) T (s) =T (s0) + | (5 — s0) — %KS To+
2 3 3
s—s s—§ s—s - =
[( 5 0) Ko+( 5 0) Ky 70‘1'—( 5 0) KoxoBo+ O.
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Tinand seama ca produsul mixt <7’ 0, Vo, B 0) =1, din 2.40, obtinem:

(2.41) (T = Fo, Fo, 7g) = S50

6 Koxp + ¢,

unde € — 0 cand s — sg.

Daci x, > 0, produsul mixt (7" — 79, To, 7o) > 0, in consecinta, curba
este drept orientata in My. Daca x, < 0, produsul mixt este negativ si astfel,
curba este stang orientata. Astfel, teorema este demonstrata. m

2.6.2 Forma locala a unei curbe in vecinatatea unui
punct regulat. Reprezentarea canonica. Ecuati-
ile intrinseci

Sa presupunem ca am ales un sistem de coordonate x, ¥y, z cu originea in My,
—
— — o . .. .
astfel ca 7o, g, 0o sa dea directiile axelor. Atunci, avem:

— - — —
7)026), ?027770277 Bo=k, 020174—0274‘@3/{?

si 2.40 scrisa dupa componente, capata forma:

1
x(s) = S= % $s® + Oy,
Lo, 13
(2.42) y(s) = 5508 +6KOS + O,
1
z(s) = 6 0" Xos® + Os.

Ecuatiile 2.42 poarta numele de reprezentarea canonica a curbei.
Daca in 2.42 retinem in membrul doi respectiv fiecare prim termen,
obtinem functia vectoriala:

1 1
(2.43) 7wgzg?+5m§7+gm,%§?,

care reprezintd ecuatia vectoriald a unei curbe (C*), numitd curba aproxi-
manta de ordinul intai a curbei (C) in vecinatatea punctului M,.
Proiectiile pe planele de coordonate ale aproximantei sunt:

1
- pe planul osculator (m) : y = iKoxz (fig. 2.6 a));

1
- pe planul rectificator (7,) : z = g0 Xoz® (fig. 2.6 b));

(K%)Q Xou? (fig. 2.6 ¢)).

1
- pe planul normal (7y) : z = 3
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NG

() ()

[

fig 2.6°- aproximanta

Curba (C*) reprezintd o bund aproximare a lui (C') in vecindtatea punc-
tului regulat M. Daca (C) este drept orientata in My (x, > 0), atunci, si
curba (C*) este drept orientatd in M.

Acest lucru se constata usor din reprezentarea vectoriala 2.43 si s > 0,
Ko > 0 ((C) pardseste planul Mgy pe partea sa pozitiva).

Din cele aratate mai sus, concluzionam ca putem cunoaste forma unei
curbe in vecinatatea unui punct regulat studiind curbura si torsiunea acesteia
in punctul respectiv. Mai mult, se poate demonstra, [2], urmatoarea teorema
(datorata lui Euler):

Teorema 2.22 Fie F(s) > 0 gi G(s) doua functii de o variabild reala, defi-
nite i continue intr-un interval inchis I : 0 < s < a. In aceste conditii, exista
un arc al unei curbe (C) a carui lungime de arc este s, a carui curbura si
torsiune sunt date, respectiv, de:

(2.44) K = F(s), x = G(s).
Acest arc este unic, abstractie facind de pozitia sa in spatiu.

Ecuatiile 2.44 poarta numele de ecuatiile intrinseci ale curbei (C), de-
numirea fiind justificata prin faptul ca lungimea de arc, curbura si torsiunea
sunt cantitati caracteristice lui (C'), ele nedepinzénd de reperul ales.
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2.6.3 Calculul curburii si torsiunii cu ¢ - parametru
oarecare
Deoarece in practica, parametrizarea naturala nu este intotdeauna usor

de determinat, este util sa dam formulele de calcul pentru curbura si torsiune
in functie de un parametru oarecare t.

Avem:
: d7r ds
2.45 T = =T
(2.45) ds dar T
- dT d 1

(246) ?:d—Z'd—i‘S/—F?'S”:E8/2‘7+?'3”-

Calculam

7 = (}%)/3’2-7—}—}%-23’-3”-7—{—%3'2-Cil—7§+s"’?+s"dd—?% =

s s
1 / 2 1 1 1N/
- (f_z) Y 4 =T 4 " <_ﬁ?+ fﬁ) +5"7 + -7, adica

1 N7} 1 ! 13
(2.47) T = (s"’ — ﬁsﬂ) T+ (SSRS + (§> 8'2> v+ Rs. Tﬁ.

Calculdm pe 7° x 7, tinand seama de 2.45 si 2.46:

> %)—S—B(?XF))—S—BE).

. o 80
T o= .
R2T

, astfel ca din ultimele doua relatii deducem:

- — =
1 (7’,7“,7“)

T - =
T r

De aici, rezulta ca

ﬁl:

N
Dar s’ = ||r

X
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Exemplu: Pentru curba 7(t) = 2ti + t%j + gk‘, sa se determine curbura

si torsiunea in O(0,0,0) si aproximanta acesteia in vecindtatea originii.
Originea corespunde valorii ¢ = 0 a parametrului si avem:

F0) = (20 +2t] + 1) o = 27,
F0) = (2] +2tk)pmo = 2], 7(0) = 2K,

(fx F)(O) = 4k, (F, %, F)(O) = 8. Deducem de aici, prin 2.48, cd, in punctul
1 1
2’ Xy = —. Uzand acum de relatiile 2.43,

=0 =
. : . .T| .2
obtinem ecuatia vectoriala a aproximantei:

considerat, K, = §|t:0 =

2 3
f’*(s)zsi—i—%j—i—s—k.

[\

2.7 Contactul intre doua curbe in spatiu

Fie
(2.49) (©@): FW=a1 ()T +m®) T +2OF,
()7 () =22 () T +92(#) T +2 () &,

doua curbe in spatiu.

Sa presupunem ca M este un punct comun celor doua curbe. Apar doua
posibilitati (fig. 2.7):

a) dreptele tangente in M si fie distincte;

b) curbele au dreapta tangentd comuna in M.

()

fig. 2.7
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In cel de-al doilea caz, avem pe langd 7 (t,) = 7 (t) si faptul ci ver-
sorii dreptelor tangente sunt coliniari (de acelagi sens, sau de sensuri opuse).

Schimband eventual orientarea pe una din curbe, putem presupune ca versorii
—)

dv d
tangenti coincid: 7 = 7 *, adic# er _ar
dty  dt}

Definitia 2.23 Doua curbe, (C) si

(C*), de clasa k > n, au un contact
de ordin n intr-un punct My € (C) N (

*), daca in raport cu reprezentarile

2.49, avem:
dr dr ar ar
— — *
(2.50) r (to) = 71 (t5), El i — ey s W’to = W’ts
§1
dn—i—l—> dn+1—>

din+1 |ty 7 dtn+1 |to’

unde to gi t§ sunt valorile parametrilor de pe (C), respectiv, (C*), corespun-
zatoare lui M.

Evident, relatiile respective se traduc pe fiecare componenta a vectorilor.

Contactul de ordin 0 este cel din situatia (a) (punct comun).

Contactul de ordin unu se numeste contact ordinar. O dreapta tangenta
in My la curba are un contact de ordin cel putin unu cu curba.

Contactul de ordin doi se numeste contact osculator sau stationar, iar
contactul de ordin trei, contact osculator stationar sau supercontact.

Este interesant de remarcat o interpretare geometrica simpla a notiunii
de contact a doud curbe in spatiu. Dezvoltand in serie Taylor pe 7 (t) s
7 (t*) int = to, toti coeficientii lui (¢ — to)* vor coincide pentru i < n in cazul
contactului de ordin n. Curba reprezentata de puterile comune o vom numi
curba aproximanta de ordin n. Astfel, doud curbe care au intr-un punct

un contact de ordinul n, au in acel punct aceeasi aproximanta de ordinul n.
Fie
C): T ()=t
(2.51) (
(5) F (z,y,2) =

o curba si respectiv o suprafata din spatiu, ambele de clasa p > m si M,
punct de intersectie al curbei cu suprafata, corespunzator lui t = t,.

)Ty )T ) F,
0

Definitia 2.24 Curba (C) si suprafata (S) au in My un contact de ordinul
m (exact) daca existda pe (S) o curbd (C*) de clasa cel putin m care are cu
(C) un contact de ordin m, insa nu existd pe (S) nici o curba care si aiba
cu (C) un contact de ordin mai mare ca m.
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Caracterizarea analitica a notiunii de contact definite mai sus o vom da
in teorema care urmeaza:

Teorema 2.25 Curba (C) gi suprafata (S) din 2.51 au in M (ty) un con-
tact de ordin m daca i numai daca functia @ (t) = F(x(t),y(t),z(t))
verifica ecuatiile:

(2.52) D (tg) = @ (tg) = ... = ™ (t5) = 0, ™Y (1) #£ 0.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca (C') si (S) au in My un
contact de ordinul m (exact). Atunci, in conformitate cu definitia de mai sus,
existd o curba (C*) pe (S) care are cu (C) un contact de ordinul m exact.
S& presupunem ca (C*) este reprezentatd prin

—

T =2 ()T () )k

Presupunem ca, pe (C*), punctul Mj corespunde valorii t§ a parametrului
gi cd in My curbele (C) si (C*) au aceeagi orientare. Deoarece (C*) este
continuta in (.5), avem identitatea

F(z* (t"),y* (t*), 2" (t*)) = 0.
Derivand-o in raport cu t*, obtinem identitatile:

8F dz* OF dy* OF dz*

- . _ . = 0
oz dt* * dy dt* * 0z dt* ’
O’F  [dx OF d%x* 8F d?z*
2.53 —_— —_— . =0
(253) 5 (dt*) T A T 32 e ’
am-ﬁ-lF dr* m+1 N aF dm+1 * B
oy prral) B e

Deoarece (C') si (C*) au un contact de ordinul m (exact) in M,, avem:

x(to) = 27(t5), y(to) = y"(t5), z(to) = 2" (t;),
dZ dZ d’L d’L dZ d’L *
2.54 = =1,..
( )= dti It At |to’ dti | dt*i |t0 At — o T dpi |to’ RS
dm+1 dm—H * dm—l—l dm+1y* dm+1 dm+1z*

dtm+1 o # drEm+1 |to’ dtm+1 |t0 dpm+1 |t0 dtm+1 |to 7 dm+1 |t3

Luand acum in relatiile 2.53, t* = ¢ si utilizand 2.54, obtinem 2.52.
Suficienta. Prin ipoteza, cel putin una din derivatele partiale de ordinul

intai ale functiei F' este nenula in My, sa spunem, de exemplu, 5 # 0.
z
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Atunci putem reprezenta (S) intr-o vecinatate a lui M in forma z = f(x,y).
Deoarece 2.52 sunt indeplinite, avem pentru ®(¢) = z(t) — f(z(t), y(t)) iden-
titatile:

— f(z(to),y(t0)) = 0,

8f dx 8f dy, |
oy dt‘ =0
d*z x f d*y ]
E’to - [ (%) lto + - + Oy de2 't = 0,
d™z omf  (dx\" of d™y 1
dtml |:al'm <$> ’to—i_”.—'_@_y'dt_mho_ = 0,

derivata de ordin m + 1 a lui ® fiind diferita de zero in tq. Alegand t* = t,
() = a(t), v () = y(t), (") = f((t),y(t), obtinem pe (S) o curbi
(C*) care indeplineste identic conditiile de contact de ordin m (exact) cu
curba (C).

Ardtdm cd nu existd nici o curba pe (5), care s aiba cu (C') un contact
de ordin m + 1 in Mj. Pentru aceasta, sa presupunem prin absurd ca exista
o curbi (C) C (S), datd de 7 = z(¢), § = 4(f), z = 2(t), care are in My(%y)

k
un contact de ordin m + 1 cu (C). Atunci, am avea Ccll?(fo) = cétk (to),
ko k ks k
T () = Tlt0), T2 (1) =
lui ®, am obtine ®(™*+Y(ty) = 0, contradictie, adicd, (C) si (S) au in My un
contact de ordinul m (exact). Cu aceasta, teorema este complet demonstrata.
|

Teorema care urmeaza caracterizeaza geometric contactul intre o curba

si o suprafata.

(to), k = 1,...,m+1 i, inlocuind in expresia

Teorema 2.26 Fie (S) o suprafata care are un contact de ordinul m (exact)
cu o curba de clasa p > m+1 intr-un punct My. Daca m este par, atunci (C)
strapunge suprafata (S) prin My. Daci m este impar, atunci intr-o vecinatate
suficient de mica a lui My, curba (C) ramdne de aceeasi parte a suprafetei.

Demonstratie. Fie (C') reprezentata prin:
é
C): TW=a®) i +yt)j +2() &

si (), prin
(S): F(z,y,2) =0.
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Presupunem ca M, corespunde lui t = 0. Atunci, din formula lui Taylor
si in conformitate cu conditiile de contact de ordin m, 2.52, care sunt prin
ipoteza indeplinite, avem:

F(z(t),y(t), 2(t)) = ®(t) = (ijmcb(m“)(et), 0<6<1.

Pentru ¢ = 0, derivata de ordin (m+ 1) a lui ® nu este zero. Deoarece ® este
de clasa cel putin (m + 1), avem ca ®(+1) este continug si nenuld pentru
toti ¢ cu |t| suficient de mic, si are semn constant.

Dacd m este par, atunci t™*! este pozitiv cand t este pozitiv si este
negativ, cand t este astfel. Concludem ca punctele curbei din vecinatatea lui
M, stau de o parte si de alta a lui (5), deci (C') strapunge suprafata.

Dacs m este impar, atunci ™! este pozitiv pentru toate valorile lui ¢,
ceea ce completeaza demonstratia teoremei. m

Vom prezenta in continuare cazurile de contact intre o curba si suprafetele
simple.

I. Mai intéi, considerdm plane (P) : Az + By + Cz + D = 0 care au
contact cu o curbd (C), rationand in sensul definitiei de mai sus.

Daca contactul este de ordin 0, planul trebuie sa contina punctul M,,
obtinand oo? plane cu aceastd proprietate (steaua de plane ce trece prin
My).

Daca contactul este de ordin 1, planul trebuie sa contina aproximanta
de ordin 1 a curbei (C') in My, adica trebuie sa contina dreapta tangenta la
(C) in acest punct (contactul de ordin 1 echivaleazd, prin urmare, cu doud
puncte confundate in M;). Evident, existd oo® plane cu aceastd proprietate,
si anume, fascicolul de plane ce trece prin dreapta tangenta; acest fascicol
contine si planul osculator al lui (C') in M.

Teorema 2.27 Planul osculator al unei curbe intr-un punct My are un con-
tact de ordin 2 (cel putin) cu curba in M.

Demonstratie. Fie (C): 7 = 7 (t) reprezentarea curbei (C) si fie M,
corespunzator lui ¢t = ty. Atunci:

t—to_ t—tg)? =
T (1) =T (to) + 1'0?(t0)+%7(t0)+ﬁ>.

Suma primilor trei termeni reprezintd o curbd (C*) care are un contact de
ordin cel putin 2 cu (C) in My si apartine planului osculator al lui (C) in

My, deoarece acest plan este construit de 7 (o) si 7 (to), c.c.t.d. m
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Observatii: 1. Daci (C) este de clasi cel putin 3 si are torsiunea nenuls,
atunci contactul este de ordin exact 2, fapt de se poate usor constata folosind
2.52.

2. Revazand teorema de mai sus, concludem ca un contact de ordinul doi
este echivalent cu trei puncte confundate in Mj.

Mai mult, putem afirma ca: unicul plan care are cu (C') un contact de
ordin doi intr-un punct fixat M, € (C), daca existd, este planul osculator
in My la (C). Intr-adevir, si presupunem ci (C') este datd in reprezentarea
T = x(t)7 + y(7§)7> + z(t)?, iar M, corespunde valorii ¢t = ;. Cautdm
planele

(2.55) (P):Az+By+Cz+ D=0

care au un contact de ordin cel putin doi cu (C') in M.
Forméand functia

®(t) = Ax(t) + By(t) + Cz(t) + D,

conditiile de contact de ordin 2 sunt: ®(tg) = P'(ty) = ¥"(tp) = 0. Din
O(ty) = 0, deducem cd D = —[Ax(ty) + By(to) + Cz(to)], care, inlocuit in
2.55, conduce la steaua de plane

(2.56) Alz — z(to)] + Bly — y(to)] + Clz — 2(to)] = 0.
Calculand ®'(ty) si ®”(to), conditiile de contact de ordin doi devin

Alx —z(to)] + Bly — y(to)] + Clz — 2(to)] = 0
(2.57) Ai(to) + By(to) + Ci(to) =0
Az(to) +  Bil(to) + C'%(to) =0.

Sistemul 2.57 admite solutie nebanala numai daca

v —x(to) y—ylto) z— z(to)
i(to) Q(tO) Z(to) | =0,

x(to) y(to) z(to)

ceea ce reprezinta tocmai ecuatia planului osculator.

II. S& considerim acum sfere care au contact cu o curba (C) : 7 = 7 (s)
(cu s- parametru natural). O sferd (S) de razd p, cu centrul in w(as, az, ag)
poate fi reprezentata sub forma

(S): 7 (z,y,2) = (7 —a)—p* =0,
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—

unde @ = Ow este vectorul de pozitie al lui w. Pentru ca (C) si (5) si
aiba un contact de ordin zero intr-un punct M corespunzator valorii s a
parametrului, functia ®(s) = (7°(s) — @’)? — p? trebuie s# indeplineasci, in

M, conditia:
(2.58) (7(s) = @) —p? =0,

ceea ce exprimi faptul c& M apartine sferei si ne arati ci avem oo® sfere cu
aceastd proprietate (ecuatia de mai sus leagd 4 parametri: a1, ag, az $i p si
expliciteazd cel mult unul). Pentru contact de ordinul 1 trebuie s mai
avem, pe langa 2.58, si ®'(s) = 0, adica

(2.59) 2T (s) = @) T(s) = 2[F(s) — @] T(s) =0,

ceea ce ne aratd (tinand cont de ecuatia vectoriald a planului normal) ca

centrul w al sferei cdutate trebuie sa apartind planului normal (7y) in M la

A 9 . . . . e —>

(C). Presupunéand cd M este punct neinflexionar gi nestationar, vectorii v/
—

si B existd (si determind pe (7)), si avem pentru vectorul de pozitie al lui
w:

(2.60) T =T(s) + ATV (s) + 1B (5),

raza p corespunzatoare fiind data de 2.58.

Avem, evident, oo? sfere care au un contact de ordinul 1 cu (C) in M
(aceste sfere depind de parametrii arbitrari A si p).

Pentru contact de ordinul 2, trebuie sd mai avem in M si ®”(s) = 0,
adica:
(2.61)
2{7(s)- T () +[7(s) = @] T'(s)} = 2{L+[7'(s) = @] - K(5)V(s)} =0,

unde am ficut apel la prima formuld Frenet 2.38. Inlocuind 2.60 in ultima
egalitate, obtinem cd 1 — AK(s) = 0, sau

1
A= K = R(s),

R fiind raza de curburd a lui (C') in M. Rezultd de aici ca centrul unei astfel
de sfere apartine unei drepte date de:
—

(2.62) @ (p) =7 (s)+ R(s)V(s) + u (s),

(unde p este arbitrar, iar s este fixat, corespunzator lui M). Aceasta dreapta
poartd numele de axa polara a lui (C) in M.
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Axa polara este normald la planul osculator (7,) al lui (C') in M si inter-
secteazd acest plan intr-un punct (), numit centrul de curbura al lui (C)
in M, punct care are vectorul de pozitie dat de

(2.63) 00 = 7(s) + R(s) T (s) = T (s) + R2(s)7"(5).

Cercul de raza R(s) cu centrul in @) din planul osculator este numit cercul
de curbura sau cercul osculator al lui (C) in M (fig. 2.8). El are un
contact de ordin cel putin 2 cu (C) in M. In acest fel, am obtinut oo! sfere
care au un contact de ordin 2 cu (C) in M, anume, fasciculul de sfere cu
centrele pe axa polara, ce au in comun cercul de curbura.

In fine, pentru ca sfera si aib# un contact de ordinul 3 (cel putin) cu
(C) in M, pe langa 2.58, 2.59, 2.61, trebuie sd mai avem si ®”'(s) = 0, adica:

2{K(s)7T (s)- V(s) + [T (s) = ] - [K'(s) V' (s) + K(S_)?"(S)]} =
27 (s) = @K' (5)V (s) = K*(s) 7 (s) + K(s) - X(5) B (s)] = O,

unde am tinut seama de cea de-a doua formuld Frenet. Inlocuind acum 2.62
in egalitatea de mai sus, obtinem conditia

R(s)K'(s) + K(s) - X(s)u = 0.

_R(S)KI(S). Deoarece R(s) = !

Daca K(s) # 0, X(s) # 0, atunci 1 =

K XG) ()
obtinem prin derivare R'(s) = — KQ((Z)) =— (2 (S)(S), de unde,
_ R(s)
= )

sau
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unde 7" este raza de torsiune a lui (C) in M. Urmeaza cd aceastd sferd are

|

centrul w de vector de pozitie @ = Ow dat de
(2.64) T =T(s)+ R(s)V(s) + R(s)T(s) B ()
si raza p data de

(2.65) p=II7(s) = @Il = VR s) + [R(s)T(s)].

Aceasta sferd se numeste sfera osculatoare a curbei (C') in punctul M.
In cazul particular in care K'(s) = 0, atunci R'(s) = 0 si centrul sferei
osculatoare apartine planului osculator (7,) in M si coincide cu centrul de
— —

o ﬁ . 1 ~
curbura, deoarece @ = Ow = OQ). Din 2.65 se observa ca acele curbe care
au curbura constanta, au razele sferelor osculatoare constante.
Asadar, am demonstrat

Teorema 2.28 Centrele sferelor care au un contact de ordin 1 (cel putin) cu
o curba (C) intr-un punct M al acesteia apartin planului normal (7y) al lui
(C) in M. Centrele sferelor care au un contact de ordin 2 (cel putin) cu (C)
in M apartin axei polare a lui (C') in M i aceste sfere intersecteaza planul
osculator al curbei de-a lungul cercului de curburd al lui (C') in M. Acest
cerc are contact de ordinul 2 (cel putin) cu (C) in M. Sfera osculatoare, cu
centrul de vector de pozitie 2.6} si raza 2.65 are contact de ordin (cel putin)
3 cu curba (C) in punctul M.

Exercitiu. Sa se determine ecuatia sferei osculatoare si, respectiv, ecuati-
2 t3 .

ile cercului osculator in origine la curba: 7= ti + §j+ Ek

Vectorul de pozitie Ow al centrului sferei osculatoare este dat de 2.64, in
care s este parametrul natural al lui (C'). Originea corespunde valorii t = 0
(deci, si lui s = 0, si atunci, 7 (s) = 0). In plus, avem:

— —» - hrd 2_'

Rs) = Ty =T _HAATETE
ds s 2+ 12
1d (7

— _ —> - _ - —

v(s) = 7T"(s) i i

(27 + 2tk) (12 + 2) — 2¢(20 + 2t] + t2k) 2

2+ t2 241
In O(s = 0), ultimele doui egalititi se transcriu: 7(0) = i, #(0) = J, de
. . . oo . . t2—»‘ . .
unde rezultd (0) = (7 x V)(0) =i x j = k. In plus, 7 x 77 = 52 —tj +k,
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—

(f, 7;’, 7’) = 1, de unde gisim, conform cu 2.48:
1 2 2 2 2
R = L_E+2° , (E+27
K 4 4
it 2
R = &L =t(t*+2)- —— =2t
o =HE+2) 55

In ¢t = 0, obtinem: R(0) = T'(0) = 1, R'(0) = 0, si, inlocuind in 2.64, centrul
sferei osculatoare este dat de:

—

Ow =T (s) + R(s) 7 (s) + R(s)T(s) () = ],
sau w(0,1,0). Raza acesteia este p = d(O,w) = 1.

Cercul osculator al curbei se obtine prin intersectia sferei osculatoare cu
planul osculator in punctul respectiv. Deoarece planul osculator al curbei in

s
Y

O este zOy (el fiind generat de 7 = il = 7), ecuatiile acestuia sunt:

24+ (y—1)2+ 22 =1,
z=0.

Centrul cercului osculator coincide (in acest caz!) cu centrul sferei oscula-
toare, anume, w(0, 1,0).

2.8 Studiul curbelor 1in reprezentarea
carteziana generala

Fie (C) o curba in spatiu, de clasd cel putin 1, datd in reprezentarea
carteziana generala

260 Letrd 2

Dacé M este un punct regulat al lui (C'), atunci méacar unul din determinantii
functionali

D(F,G) D(F,G) D(F,G)

D(y,z)’ D(z,x)  D(z,y)

D(F,.G
(R.G)
. . : L Dy, z)

si atunci, in conformitate cu teorema functiilor implicite, avem definite doua
si numai doud functii y = y(x), z = z(z), care satisfac identic 2.66, adicd

este diferit de zero in M. Pentru a face o alegere, presupunem ca
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pentru orice x dintr-un anumit interval.
Derivand 2.67 in raport cu x, prin intermediul lui y si 2z, obtinem iden-
titatile:
d dz
oy Ay /s =0
(2.68) g Iy

a+a i
T T 0

dy dz
din care putem explicita derivatele de ordinul intai d—y, e sub forma
x dx

D(F,G) D(F,G)
dy _ D(z,z) dz _ D(z,y)
dv  D(F,G)’ de  D(F,G)
D(y, z) D(y, z)

(2.69)

si rezolva problemele de clasa 1 (lungimea de arc, dreapta tangenta si planul
normal), intr-un punct regulat al unei curbe date in reprezentarea carteziana
generala, considerdnd-o redusa la reprezentarea parametrica

(2.70) r=t,y=y(t), z==z(1)

si folosind 2.69 in formulele corespunzatoare. Un exemplu de rezolvare a
problemelor de clasa 1 a fost dat in §3, cind am dedus ecuatiile dreptei
tangente si planului normal intr-un punct regulat al curbei 2.66.

Daca M este un punct regulat al lui (C'), presupusa acum de clasd p > 2,
atunci, derivand 2.68 in raport cu x, obtinem identitatile:

( 2
dy d dy d d
S ) R R Y R ) Z+F;’2( y> +

Wdx “dx Y“dr d dx
2
i (Y s ety gt
(2.71) # \dx Ydx? “dx?
’ dy dz dy dz dy
2 " 2 " " 2 " "
2 + nyd + G“d + Gy'zd . + G, (dw) +

dz\? d? d?
+G", (é) +G;d—g+G;d’Z 0,
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>y . d*z
) dx? > da?
i ne rezolva, impreund cu 2.69, problemele de clasia 2 (curburd, plan
osculator, dreapta normala principald si dreapta binormald).

In fine, dac& M este un punct regulat al lui (C), presupusd de clasd p > 3,
By | d*z
— 1 —
d® ¥ de®
care ne rezolva, impreund cu 2.69 si 2.71, problemele de clasa 3 (torsiune,
formulele lui Frenet etc.). Procedand astfel, obtinem formule care cuprind
numai functiile F' gi G si derivatele lor pana la, cel mult, ordinul 3.

care conduc, prin 2.69, la determinarea derivatelor de ordinul 2

putem deduce prin procedeul de mai sus si derivatele de ordin 3,

2.9 Curbe speciale

2.9.1 Infisuritoarea unor familii de curbe strambe

1. Familii de curbe date in reprezentarea carteziana generala. In-
fasuratoarea acestei familii

Fie ecuatiile:

F(z,y,z,a) =0
(272) { G<$7y7 2, O‘) = 07

in care « este un parametru si sa presupunem ca, pentru orice o apartinand
unui interval sau unei reuniuni de intervale, sunt indeplinite conditiile ca
ecuatiile 2.72 (cu « fixat) sd reprezinte o curba in spatiu. Spunem ca
multimea curbelor date de 2.72 reprezinta o familie de curbe strambe
depinzind de un parametru.

Ca si in cazul curbelor plane (§1.8), ne intrebdm daca existd o curba (1)
la care toate curbele familiei 2.72 sa fie tangente. Daca o astfel de curba
existd, ea se numegte infasuratoarea curbelor familiei date. Daca 2.72
admite infagurdtoare, atunci punctul caracteristic (de contact intre curba
(C,) a familiei corespunzitoare unei valori a a parametrului si infiguratoarea
(I)), s&-i spunem M, trebuie sd aiba coordonatele functii de «, in consecinta,
ecuatiile parametrice ale infasuratoarei sunt:

(2.73) r=2z(a), y=yla), z=z(a),

cu z(a), y(a), z(a) functii ce se cer determinate.
Presupunand ca M nu este punct singular pentru nici una din curbele
(Cy) si (I), conditia de tangenta, tinand cont de cele ardtate in paragraful
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anterior, este:

ol d
(274) do _ da _ do

D(F,G) ~ D(F,G) D(F,G)
D(y,z)  D(z,x)  D(z,y)

Din relatiile 2.74 si din identitatile de mai jos (ce se pot verifica printr-un
calcul direct)

,D(F,G) ,D(F,G) ,D(F,G)

F F F —
"Diy.2) D "Dy
, D(F, Q) , D(F,G) , D(F,QG) B
D) "D T Dy

deducem relatiile:

dx dy dz

2.75 FF—+F-—Z4+F-—= =0
( ) xda+ yd()z+ “do
dx dy dz

G—+G~2Z+G—= = 0.
xda+ yda+ “do

Deoarece M € (C,), coordonatele sale x(«), y(«), z(«) verificd identic re-
latiile 2.72, identitati care prin derivare conduc la:
dx dy dz
F—+F =4+ F—+F =0
Tdo + Yda + “da o
dx dy dz
G—+G-—~+G—+G, =0
T da + Ydao + “da T Ca ’

relatii care, impreuna cu 2.75, conduc la
(2.76) Fl(x,y,z,a) =0, G (2,9, z,a) = 0.

In acest fel, am obtinut: coordonatele unui punct curent al infasura-
torii verifica sistemul:

(2.77) F(z,y,z,a) =0, G(z,y,z,a) =0,
’ Fl/(z,y,z,a) =0, G (2,9, z,a) = 0.

Facem observatia ca sistemul de mai sus, de patru ecuatii in necunoscutele
x,y, z, nu are, in general, solutii, cu alte cuvinte, o familie de curbe in spatiu
nu are in general infasuratoare.

Sa consideram acum problema inversa: aratam ca eliminarea parametru-
lui « in din sistemul 2.77 conduce la ecuatiile unei curbe care este tangenta
tuturor curbelor familiei 2.72.
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Presupunem ca sunt indeplinite conditiile ca ecuatiile 2.72, sa reprezinte
o curba (C,), respectiv, 2.76, si reprezinte o curba, si-i spunem (T',) si ¢4,
in plus, curbele (C,) si (I'y) au un punct comun M(x,y, z) pentru care cel
putin unul din determinantii functionali

D(F,G,F.) D(F,G,G.)
D(z,y,2z) * D(z,y,2)

(2.78)

este diferit de zero si cel putin una din derivatele F,, G”, este diferita de
zero in M. Pentru a face o alegere, fie, de exemplu,

FOF R
- orery |55 B,
D(z,y, 2) N 2
azx ay az
(2.80) Fly(z,y,2,a) # 0.

Tinand cont de 2.79, in primul rand, putem afirma ca cel putin una din
derivatele F,., Fy , I, este nenuld in M, afirmatie adevarata simultan si

pentru determinantii functionali

D(F,G) D(F,G) D(F,G)

(2.81) D(y.z)  D(z,2) D(z,y)’

Rezulta ca punctul M este punct regulat pentru curbele (C,) si (I',).
In al doilea rand, putem aplica teorema de existenti a functiilor implicite
sistemului

(2.82) F(z,y,z,a) =0, G(z,y,2,a) =0, F.(z,y,2,a) =0,

obtinand explicitarea coordonatelor x,y, z ale punctului M sub forma
(2.83) r=z(a), y=yla), z = z(a),

unde functiile z(a), y(«), z(«) sunt de clasd cel putin 1 si verifici identic
sistemul 2.82:

(2.84) Gz (),

Daca « variaza, curbele (C,) si (I',) variaza, si, de asemenea, variaza
si punctul M, descriind o curba reprezentata prin 2.83, pentru care avem
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identitatile 2.75, obtinute acum prin derivarea primelor doua relatii 2.84,
tindnd seama de 2.76, si identitatea

dx dy dz
2.85 F// - FI/ _J ! A 1
( ) a:cda+ aydOé+ azda

a2

obtinuta prin derivarea in raport cu « a ultimei identitati 2.84. Forméand din

dr dy dz
2.75 si 2.85 un sistem de ecuatii in necunoscutele o —y, — ¢i tinand cont

de 2.79 si 2.80, concludem c& acesta nu poate admite solutia banala. Aceasta
ne arata ca punctul M este punct regulat pentru curba 2.83.

Deoarece determinantii functionali 2.81 nu sunt toti nuli, din 2.75 de-
ducem 2.74, ceea ce ne arata cd tangenta in M la curba (C,) coincide cu
tangenta in M la curba 2.83 care este, deci curba (1), infasuratoarea familiei
2.72, iar M este punct caracteristic.

In cazul in care familia (C,) are puncte singulare, analog ca in teoria
curbelor plane, se demonstreaza ca aceste puncte verifica sistemul 2.77 ca si
punctele caracteristice.

Am demonstrat astfel:

Teorema 2.29 Locul geometric al punctelor comune curbelor 2.72 si 2.76,
numit curba discriminanta a familiei 2.72, este format din infasuratoarea
acestei familii g1 din locul geometric al punctelor singulare ale acestor curbe.
Infasuratoarea familiei 2.72 exista dact sistemul 2.77 este compatibil, oricare
ar fi a g1 daca pentru o solutie a acestui sistem , determinantii functionali
2.78 nu sunt amdndoi nuli gi, de asemenea, derivatele F', si G", nu sunt
ambele nule.

2. Infisuritoarea unei familii de curbe date vectorial parametric
Fie
(2.86) T =T (t,Q)

o familie de curbe strambe depinzand de un parametru.

Daca aceastd familie admite o infagurdtoare (I), vectorul de pozitie al
punctului caracteristic M, care apartine curbei (C,) corespunzatoare valorii
a a parametrului, este dat de 2.86, unde t este o anumita functie de «, si
astfel, infagurdtoarea (1) este datd de ecuatia

(2.87) 7T =T (ta),a),

unde functia t(«) trebuie determinata.
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Curbele (C,) si (I) avand aceeasi dreapta tangenta in M, deducem ci
or o7 dt o7

vectorii o si TR + Do sunt coliniari, ceea ce conduce la:
or (o7 dt 07T .
- X —_— ] = 07
ot ot da O«

de unde rezulta conditia necesara si suficienta
o7 o7
ot da
Aceasta conditie este verificata si de vectorii de pozitie ai punctelor sin-
gulare, daca curbele 2.86 au astfel de puncte. Pe componente, 2.88 devine:

=T

(2.88)

o0 oy 0
ot _ ot _ ot
(2.89) b = by = b
Oa Oa Jda

si prin una din aceste relatii se determina functia doritd ¢t = t(«), cealalta
relatie ramanand sa fie verificata identic de aceasta functie. Astfel se incheie
determinarea infaguratoarei (I) in acest caz.

Facem observatia ca relatia 2.88 este simetrica in variabilele de derivare
t ¢i a, de unde concludem ca infaguratoarea familiei 2.86 cu « drept para-
metru este aceeasi cu infaguratoarea familiei pentru care rolul de a determina
curbele familiei il are ¢, daca cele doua familii nu au puncte singulare.

2.9.2 Evoluta unei curbe in spatiu

Fie (C') o curbi in spatiu, de clasi p > 3, datd in reprezentarea 7 =
H . .
7’ (s), cu s - parametru natural, M un punct regulat al ei si (7my) planul
normal in M la curba (C).

Sa consideram P un punct arbitrar in (7 ), de vector de pozitie OP =R
(fig. 2.9).
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Dreapta (M P) (continutd in (7)) va avea ecuatia vectoriala ]_f()\) =
7 + AV, unde ¥V este versorul lui (M P). Avem, evident, A = HWH .

Tinand cont c& 7 depinde de s, iar V' depinde de unghiul « pe care il face
cu sensul pozitiv al dreptei normale principale, rezulta ca dreptele normale
ale unei curbe in spatiu (C) constituie o familie de curbe (drepte) depinzand

—

de doi parametri, s si a, ai caror vectori de pozitie OP = J_i’> respecta ecuatia
H
(2.90) T%)()\, s,a) = 7 (s) + A[cosa @ (s) +sina 3 (s).

Apare intrebarea daca putem extrage din familia 2.90 a dreptelor normale
la o curba in spatiu, o familie dependentd de un singur parametru (s sau
«), care s admitd infagurdtoare. Ca si la curbe plane, infiguridtoarea unei
familii de drepte normale depinzénd de un parametru, o vom numi evoluta
sau desfagurata curbei date.

Presupunand c& dreptele normale M P infagoara o curba (C*), cand M
descrie curba (C'), s notdm cu M™* punctul caracteristic - de contact cu evo-

—
MM*|| = q(s) (fig. 2.9). Atunci, in

luta (C*) - al acestor drepte normale si

raport cu triedrul lui Frenet in M, avem pentru vectorul M M* componen-
tele (0, q(s)cosa, g(s) sina), iar daci 7 * noteazi vectorul de pozitie al lui
M* € (C*), avem din 2.90 ecuatia vectoriala a lui (C*), de forma

(2.91) T*(s) = 7T (s) + q(s) cosa T (s) + q(s) sin aﬁ(s),

in care ¢ = q(s) si @ = a(s) trebuie determinati.
In acest scop, derivam 2.91 in raport cu s si tinem seama de formulele lui
Frenet. Obtinem:

d7*  d7T  dq _ — _ — da
= —l—d—(cosau(s)+sina6(s))+q(—sinou/ +cosa f)—+
s s

ds  ds
. v, dg
cos a—— +sina—— | =
1 ds ds
d d
=7+ d—q(cos a7 (s) +sina B (s)) + q(—sina? + cos aﬁ)d—a—i—
s s

tqlcosa(—KT + XB) — Xsina 7],

sau inca
dr'* d d
N (1—gKcosa)T + —qcosa—qsina—a—qé\,’sinoz v+
ds ds ds

d d
—qsina —|—qcosoz—a + qX cos ﬁ
ds ds
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Deoarece am presupus ca M* este punct de contact al dreptei normale

—

—_—
M P cu evoluta (C*), trebuie sa avem ca vectorii M M* si sunt coliniari,

cu alte cuvinte, componentele lor trebuie sa fie propor’giogale. Impunand
aceasta, obtinem:
1—gKcosa =0,
d da

do
—qcosa—qsina——quina —qsinoz—i-qcosa——i-chosa
ds ds ds ds

Y

qCcos o qsin a
de unde rezulta relatiile:

(2.92) q(s)cosae = R(s),
(2.93) Z—j = —X(s),

R(s) fiind raza de curbura, iar X' - torsiunea lui (C) in M.
Comparand 2.92 cu 2.62, putem formula:

Teorema 2.30 Punctul de contact M* al drepter normale M P cu evoluta
(C*) apartine azei polare a lui (C) in M.

Corolarul 2.31 Ewoluta (C*) (la care ramane tangenta M P, cind M de-
scrie (C)) este situata pe suprafata polarad, suprafata formata din toate
azele polare ale curbei (C).

Din relatia 2.93, obtinem

(2.94) a(s) = —/X(u)du +ag (- constant),

ceea ce ne aratd ci existd oo! familii de drepte normale ale curbei strambe
(C), care admit infasurdtoare, fiecare familie corespunzand la o valoare anu-
mitd atribuitd lui ay.

Avem deci:

Teorema 2.32 O curba in spatiu, de clasap > 3, admite o familie de evolute
depinzdnd de un parametru aq, evolute situate pe suprafata polara.

Daca o si o sunt valori ale lui «, corespunzétoare la doua valori o, si
> 9 0
ap ale lui ap, pentru aceeasi valoare a capdtului superior din integrala 2.94,
adica:

o = —/X(u)du+a6, o = —/X(u)du—i—ag,
0 0
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obtinem:

/ n__..r __n
o — o =y — qp,

ceea ce ne permite sa formulam

Teorema 2.33 O familie de drepte normale, tangente unei evolute a unei
curbe (C'), se obtine rotind in jurul dreptelor tangente ale curbei, cu acelasi
unghi, familia de drepte normale tangente altei evolute.

Remarcam, in final, cd o familie de drepte normale care fac unghiuri
egale cu dreptele normale principale (o« = constant) - in particular, familia
dreptelor normale principale (« = 0) - are infagurdtoare daca si numai daca
torsiunea este identic zero, in conformitate cu 2.93, adica, daca si numai daca
curba este plana. In acest caz, dreptele normale principale sunt dreptele nor-
male ale curbei (C), situate in planul curbei, iar infiguritoarea este evoluta
curbei plane, data de ecuatia vectoriala

T*(s) =T (s) + R(s)V (s).

Alte evolute (in spatiu) pentru curba pland (C') se obtin considerand
familii de drepte normale nesituate in planul curbei, care fac acelasi unghi cu
dreptele normale situate in planul curbei. Aceste evolute sunt reprezentate
prin ecuatia generala a evolutelor:

T(s) = T () + R(s) 7 (5) + R(s)tgao B (s),

unde am tinut cont de 2.91.

2.9.3 Evolventa unei curbe strambe

Ca si in teoria diferentiald a curbelor plane, are sens sa introducem
notiunea de evolventa a unei curbe in spatiu ca o curba care admite curba
data drept evoluta.

Din aceasta definitie rezultd cd evolventa (D) a unei curbe (C') apartine
unei suprafete (X), formate cu toate dreptele tangente la (C'), numita
suprafata tangenta a lui (C) si (D) este ortogonald la dreptele tangente
care genereazd (). Mai mult, nu existd o singurd evolventd pentru (C).

Dac# (C) este reprezentats prin 7 = 7 (s), urmeaza ci (3) poate fi
reprezentata prin ecuatia vectoriala

—

(2.95) R(s,a) =T7(s)+a7T(s),

unde 7 (s) este versorul tangent al lui (C) si a € R.
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Din aceasta egalitate, vedem c& o evolventa a lui (C') poate fi reprezentata
vectorial prin functia vectoriala

(2.96) R(s) =7 (s) + a(s) T (s),

unde «(s) trebuie sd indeplineascd conditia de definitie, adicd, versorul tan-
gent la evolventa

R'(s) = T(s) + /()7 (s) + als) K (5) 7 (s)
s fie ortogonal versorului tangent 7 la (C).
H
Cu alte cuvinte, R'(s)- 7 (s) = 0, ceea ce conduce la 1 + o/(s) = 0 si
deci, a(s) = ¢ — s, unde c este o constantd arbitrara.
Rezulta cd o evolventd a lui (C) are reprezentarea vectoriala

(2.97) R(s) = T(s)+ (c— 8)T(s),

existand oo! evolvente, fiecare evolvents corespunzand unei valori precise a
constantei ¢ in 2.97.

Comparand 2.97 cu rezultatele referitoare la evoluta unei curbe plane,
rezulta aceeagi constructie mecanica a evolventei, dar pentru o curba in
spatiu.

2.10 Clase remarcabile de curbe in spatiu

2.10.1 Curbe elice

Definitia 2.34 Se numeste elice o curba in spatiu pentru care dreapta tan-
genta in orice punct al curbei face un unghi constant cu o directie data.

v — P — .
Notam cu 7 versorul tangentei si cu e’ versorul dreptei date.
Conditia din definitia curbei elice se scrie:

(2.98) T . =cosa (constant).

Derivam aceasta conditie in raport cu s si obtinem:

— —
dr _, _, de

% 6"‘7"%:0.

—

— v — v
Cum €’ este vector constant, rezulta K v/ - ¢ = 0. Daca curba are curbura

nenula, obtinem:

(2.99) Ve =0,
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conditie ce caracterizeaza o curba elice.
H
~ : v 3 v ]- . . d 5 —
Daca torsiunea este nenula, amplificam 2.99 cu —7 8 ob‘glnem:d— € =
s

0, care prin integrare ne da:
- —
(2.100) f - € =cosf (constant),
adica dreapta binormala la o elice face unghi constant cu dreapta data.

Teorema 2.35 Conditia necesara i suficienta ca o curba sa fie elice este ca
raportul intre curbura i torsiunea curbei in orice punct sa fie constant.

. v . . —> — o . .
Demonstratie. Dacid (C) este elice, atunci v - ¢ = 0 i, prin derivare,

d—>
avem: -2 . ¢ = 0. Utilizam a treia formuld Frenet si obtinem: — =
ﬁ _ ds R
— i = constant (in baza lui 2.98 si 2.100).
T - e
_ T 1 d7 1., .df 1.,
Reciproc, dacd — = constant = —, din — = =7V ¢i — = —= 1/,
R c ds R 5 T
AT dp AT dﬁ
rezulta R— +T—— =0, adica c—— + —— = 0. Prin integrare, se obtine:
ds ds ds ds

cT + ? = "¢ (constant),

relatie care inmultitd cu 7 ne conduce la 77 - € = 0, adici, curba este elice.
|

Exemple

1) Elicea cilindrica:
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T =acost
y=asint ,a,b € R,
z = bt

se gaseste pe cilindrul 22 + 3% = a?.
2) Elicea conica:

T = atcost
y=atsint ,a,b € R*,
z=bt

se gaseste pe conul 22 + y? = —22.

fig 2.11

2.10.2 Curbe Titeica

133

Se numeste curba Titeica o curbi in spatiu pentru care 7' - d?> = con-
stant, unde T este raza de torsiune si d este distanta de la un punct fix la

planul osculator () .
Conditia data se traduce vectorial prin:

. L\ 2
—
(Rg— r,r,r)

- = =
(r,r,r)

Z—%>0 fiind vectorul de pozitie al punctului fix.

= constant,
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Exercitii. Sa se arate ca:
1) z=at,y=>bt? 2=

2) vyz =1, y? =z,
sunt curbe Titeica.

abt3 ;



Capitolul 3

Geometria diferentiala a
suprafetelor

3.1 Definitia analitica a unei suprafete

Prin suprafata in sens larg, intelegem o multime (X) de puncte din
R3 ai ciror vectori de pozitie satisfac o ecuatie de tipul

(3.1) 7 =7 (u',u?), (u',u?) € Ax B, A, B CR,
— = —
care in reperul ortonormat {O, i, j, k } al lui R? se scrie sub forma:

(3.2) 7 (u',u?) = x(ul,u2)7> +y(u1,u2)7> +z(u1,u2)?, (u*,u*) € A x B.

Ecuatia 3.1 poartd numele de reprezentarea parametrica a lui (X),
perechea (u!,u?), pe cel de parametri ai reprezentirii, iar planul (u',u?)
este numit planul parametric.

Pentru a putea aplica calculul diferential ecuatiei 3.1, va trebui sa o
inzestram cu presupuneri diferentiabile, lucru pe care il vom face in cele ce
urmeaza, ordonand riguros conceptul de suprafata in geometria diferentiala.

In continuare, vom presupune ci domeniul de definitie al lui 7 este o
multime G deschisa din R2.

Exemplu: 7 (u',u?) = Reosuli + Rsinu17> + UQ?, ul € (O,g),

u? € (0,1), reprezintd portiunea din cilindrul circular
224y = R

situata in primul octant, intre planele Oy (z = 0) si z = 1 (vezi figura de
mai jos).

135
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Z=1

S
¥
N

[T

N
|

JHR
[

\

Vom nota derivatele partiale ale functiei 7 (u',u?) prin indici, adica:

N or _, or _, T 512 et
ri=—=, To=——=, I'ag= ———, a,3=1,2, etc.
17 out 27 Ju2 B ucduP

Definitia 3.1 Reprezentarea 3.1 este numita reprezentare admsaisibila de
clasd p daca aplicatia 7 : G — (X) definitd de aceasta satisface urmatoarele
conditi:

Py. T este bijectivi;

P,. 7 este de clasi p > 1 pe domeniul de definitie;

Py. produsul vectorial 71 x T o este diferit de vectorul nul, peste tot in

G.

Este evident ca 3.1 nu este unica reprezentare posibila pentru o suprafata
in sens larg data. Putem obtine alte functii vectoriale care sa reprezinte
multimea de puncte (X), prin impunerea unor transformari de tipul

(3.3) ut = ut(@h,u?), v =@t u).

Notim cu G domeniul de definitie al transformarii 3.3. Deoarece
multimea punctelor () care satisfac 3.1 este initial conditionatd, vom ad-
mite numai acele transformari 3.3 care, aplicate unei reprezentari admisibile
de clasa p de tip 3.1, conduc tot la reprezentari admisibile de clasa p si
reprezinta intreaga multime () datd de 3.1. Pentru a atinge acest scop,
dam definitia care urmeaza:

Definitia 3.2 Transformarea 3.3 se numeste transformare parametrica
admisibila de clasa p daca:

Py. Aplicatia 3.3, definita pe G, cu valori in G, este bijectivd.

Pi. Functiile u* gi u? sunt de clasi p > 1 in G.
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Ps. Jacobianul transformarii

D(u', u?) Qu Ou
o4 D) | g o

este diferit de zero peste tot in G.

Specificiim ci Py si Ps sunt conditii independente. Intr-adevir, transfor-
marea

1

o
ul =€ cosu?, u? 2

.
=e" sinu
are jacobianul
_ ot
D =e"" £0,

dar nu este bijectiva, in vreme ce transformarea

este bijectivd pe R?, dar
D = 3(u")?
este zero, daca u! = 0.

Folosind transformarile parametrice admisibile, putem imparti reprezen-
tarile admisibile de forma 3.1 in clase de echivalenta.

Definitia 3.3 Doua reprezentari admisibile de clasa p se spun a fi echiva-
lente daca exista o transformare admisibila de clasa p care sa le transforme
una in cealalta.

Se verifica usor ca sunt indeplinite axiomele echivalentei.

Definitia 3.4 O clasa de echivalenta de reprezentari 3.1 admisibile de clasa
p se numeste portiune de suprafata de clasa p. Punctele multimii de
puncte reprezentate in aceasta clasa sunt numite puncte ale portiunit de
suprafata.

Parametrii u?
suprafata.

Asadar, o portiune de suprafata este ansamblul format din multimea de
puncte (X) si un reprezentant 7 = 7 (ul,u?), (u',u?) € G al clasei de
echivalenta:

, u? din 3.1 se numesc coordonate ale portiunii de

() : 7 =7 (u,v?), (u'u?) € G}

In continuare, vom neglija paranteza acolada pentru desemnarea portiunii de
suprafata.
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Definitia 3.5 Prin suprafata de clasa p, intelegem o multime de puncte
(S) din R3, cu proprietatea ca fiecare punct are o vecinatate U astfel incat
S NU este o portiune de suprafata de clasa p.

v v — — . v
Remarcam ca presupunerea P,, anume 71 X 7o # 0 este echivalenta cu
faptul ca matricea

Oz Oz
oul  Qu?
[2] [3]
(3.5) J=| & 9y
G B
oul  Ou?

are rangul 2.

Vom admite ca intr-un numar finit de puncte izolate sau de-a lungul unui
numar finit de curbe de pe suprafata (S), matricea J are rangul mai mic ca
2. Astfel de puncte sau curbe le vom numi singulare, celelalte numindu-se
puncte regulate.

Alte moduri de a descrie analitic o suprafata le obtinem daca observam
ca 3.1 se scrie pe componente:

2

v = a(ul,u),
(3.6) y =y(u',u?),
z = z(ul,u?),

Ecuatiile 3.6 se numesc ecuatiile parametrice ale portiunii de suprafata
sau ale suprafetei.

Deoarece rang(J) = 2 intr-un punct regulat, avem unul din minorii de
ordin 2 ai lui J diferit de zero. Pentru a face o alegere, presupunem

/ /
T T2
/ /

0.
Y Y2 7

Atunci, primele dou ecuatii 3.6, z = z(u', u?), y = y(u',u?), admit solutia
inversi u' = u'(x,y), u? = u*(z,y), care, inlocuitd in ultima egalitate 3.6,
conduce la ecuatia z = z(u!(z,y),u?(z,y)) sau, pe scurt:

(3.7) z = z(z,y),

numita ecuatia carteziana explicita a portiunii de suprafata.
Trecerea de la 3.7 la 3.6 se face simplu prin renotarea variabilelor inde-
pendente z,y, anume:
r=u
y=v
z = z(u,v)
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ceea ce sugereaza si faptul ca reprezentarea parametrica nu este unica.
In fine, o portiune de suprafata, sau o suprafata, poate fi obtinuta si sub
forma:

(3.8) F(x,y,z) =0,

numita ecuatia carteziana implicita. Functia F' trebuie sa indeplineasca
in punctele regulate conditia:

(3.9) (F)* + (F)* + ()" > 0,

adica, cel putin una din derivatele partiale F;, Fy, I, sa nu se anuleze.
Aceasta ipoteza ne asigura ca putem trece de la 3.8 la ecuatia explicita 3.7
in vecinatatea unui punct regulat.

3.2 Elemente de algebra tensoriala

Notiunea de tensor este una din notiunile de baza ale matematicii, ea
fiind folosita cu mult succes in mecanica, electrodinamica, teoria relativitatii
etc. Ea apare in secolul al XIX-lea, in legatura cu unele probleme din teoria
elasticitatii, dar teoria matematica a acestei notiuni a fost dezvoltata intre
1886 si 1901 de catre geometrul C. G. Ricci (1855-1925) si matematicianul
mecanician T. Levi-Civita (1873-1942). Rolul acestei teorii matematice a
crescut considerabil odata cu crearea in 1915-1916, de catre savantul A. Ein-
stein (1879-1955), a teoriei relativitatii, teorie care are ca bazd matematica,
calculul tensorial.

In cele ce urmeazi, vom prezenta algebra tensoriald din punctul de
vedere al geometriei suprafetelor si al geometriei riemanniene n-dimensionale,
geometrie care este o generalizare a teoriei suprafetelor. Vom face acest lucru
intr-un mod simplu, prin neimpunerea asupra dimensiunii n, a valorii n = 2
din teoria suprafetelor.

Conventia indicilor de sumare intrebuintata in geometria analitica
raméane si aici valabila: daca o litera apare de doua ori, o data ca indice
superior si o data ca indice inferior, atunci se face sumare dupa acest indice
de la 1 la n, fard a scrie simbolul de suma ) .

3.2.1 Tensori contravarianti si tensori covarianti de or-
dinul intai (Vectori contravarianti si covarianti)
Cunoagtem din paragraful precedent ca o suprafata (S) poate fi reprezen-

tatd printr-o functie vectoriald 7’ (u',u?) unde parametrii u',u? sunt coor-
donate pe (5).
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Noile coordonate ', u? pot fi introduse pe (.S) prin intermediul unei trans-
formari admisibile 3.3, care satisface presupunerile definitiei 3.2.

Generalizand, intr-un spatiu n-dimensional (a cdrui structurd nu o
precizidm), sunt necesare n coordonate u',u?, ...,u"™, iar noile coordonate
u',w?,...,u" , pot fi introduse prin intermediul unei transformari

(3.10) w =t aw), j=1,..,n,

transformare pe care o presupunem admisibila. Cu alte cuvinte, admitem
ca 3.10 este bijectiva, are jacobianul

1 1
o] o]
1,2 n St e oom
D O(u',u?, ..., u") ou a
- 8(@1 —2 ﬂn) - -
) ’t du ou
out ou™

diferit de zero pe tot domeniul de definitie si, in plus, 3.10 si inversa sa
(3.11) W= (ut,u?, . u), j=1,2,..,n,

sunt de clasa p > 1.

In acest paragraf, pe langd ipoteza ci toate transformirile care apar
sunt admisibile, mai consideram si ca aceste transformari admisibile
formeaza un grup G. Aceasta ipoteza ne asigura ca atiat compusa a doua
transformari din G, cat si inversa unei astfel de transformari, raméan in G.

Scriind 3.10 si 3.11 in forma:

W= @@, ah), W= (et d? e,

obtinem identitatile evidente
; N I n
u]:f](f7f7"'af )7 u]:fj(flafzy-”af )7

care derivate, prima, in raport cu variabila ©*, a doua, in raport cu variabila
u*, conduc, respectiv, la identitatile:

o' ofi af" ow  af ofm

(38.12) ouk g duk T our  afm ouk’

15, k=1,2,...n,

indicele m de la 1 la n fiind indice de sumare. Deoarece u’ si u* pentru j # k
sunt independente (analog %’ si u*), membrul int4i din fiecare identitate este
0 daca j # k i 1 daca j = k.
Revenind in 3.12 la notatiile din 3.10 si 3.11, obtinem relatiile:
oul  ou™ o ou™

= — =0 g k=1,2,....n,

A T YT
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unde

; 0 dacdj#k
J
(3.14) O = { 1 dacd j =k,

este numit simbolul lui Kronecker.

Deoarece coordonatele u!,u?,...,u" si u',u?,...,u" sunt legate printr-o
transformare admisibild 3.10, atunci diferentialele lor du', du?, ..., du™ si si
dut,du?, ..., du" sunt legate prin formula

n

o
(3.15) dud = a_imdﬂm, i=1,2,..n,
u
i invers,
oW
(3.16) dw = aidum, j=1,2 ..n,
um

unde m este indice de sumare de la 1 la n.

Ultimele doua formule vor fi de baza in definirea notiunii de tensor.

Fie G un grup de transformari admisibile de coordonate intr-un spatiu n-
dimensional si fie un n-uplu de numere reale a!, a?, ..., a™ asociate cu un punct
P de coordonate u', u?, ..., u™. Mai mult, fie asociat cu P un n-uplu de numere
reale @', a?,...,a" in raport cu orice alt sistem de coordonate w!,u?, ..., u",
care poate fi obtinut din !, u?, ..., 4™ printr-o transformare din G. Spunem
ca a',a?,...,a", respectiv, a',a?,...,a" constituie in P componentele unui
tensor contravariant de ordinul intai (vector contravariant) fati de
G in sistemul de coordonate respectiv, daca legatura intre ele la schimbarea

3.10 de coordonate respecta legea de transformare a diferentialelor, adica

oW
(3.17) @ = afmam, j=1,2,..n,
U
sau invers,
oW
. @=L gm =12 ..
3.18 J 3
um

Vectorul contravariant va fi notat, pe scurt, @’ sau @, in sistemul de coordo-
nate u’, respectiv, w’/. Transformarea covarianta 3.17 este indicata prin indici
superiori.

Observatia 3.6 Relatia 3.18 poate fi obtinuta din 3.17 folosind 3.13. Intr-
—k

adevar, inmultind 3.17 cu g gt sumand dupa j de la 1 lan, folosind a doua

ouw?
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egalitate 3.13 1 3.14, gasim:

-k e J "

out . ouwr ow oo . 4 odu

a0 = — —a"=0,a"= = —a,

ou’ o Ou ou’
k= 1,..,n,

adica relatia 3.18, scrisa cu alti indici, ceea ce nu afecteazd formula, bazat
fiind pe conventia de sumare gi posibilitatea de renotare a indicilor liberi in
ambit membri.

Observatia 3.7 Orice n-uplu ordonat de numere reale poate fi luat drept
componente ale unui vector contravariant in P de coordonate u',u?, ..., u",
cu conditia ca, in raport cu coordonatele u',w?,...,u" ale punctului P, com-
ponentele acestui vector sa fie obtinute din 3.18. Acest fapt nu exclude posi-
bilitatea ca, in general, componentele unui vector contravariant sa nu fie date
mereu intr-un singur punct, ci in fiecare punct al unei multimi de puncte si
vom spune in acest caz ca este dat un cdmp de wvectori contravarianti
sau un cdmp de tensori contravarianit de ordinul intdi. Pentru a

simplifica vocabularul, vom spune tot ,tensor” in loc de ,,camp de tensori”.

Vom introduce in continuare notiunea de vector covariant.
In acest scop, fie a' un vector contravariant oarecare si sa consideram
forma liniara
A =ba’ = ba' + bya® + ...+ bya”,

in componente ale acestui vector. Sa cdutam legea de transformare a co-
eficientilor b; la o transformare admisibila de coordonate 3.3, facand pre-
supunerea ca forma liniara A are o semnificatie geometrica, adica, A este
invarianta la 3.3.

Fie b, coeficientii formei transformate A si fie @, notat vectorul de coor-
donate wt, w?, ..., u". Atunci avem:

A=0ba®=ba" = A.

Folosind 3.18, obtinem
S T
bja' = by—a',
ou'
si deoarece aceasta relatie are loc pentru orice vector contravariant, compo-
nentele a' trebuie sa aiba aceiasi coeficienti in ambii membri si deci,

(3.19) bi = b,
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)

Multiplicand aceasta relatie cu si folosind 3.13, in mod analog, obtinem:

ou™

(3.20) bs b;.

- ow
Definitia 3.8 Fie G un grup de transformari admisibile de coordonate intr-
un spativ n-dimensional si fie un n-uplu de numere reale by, bo, ..., b, asociate
cu un punct P de coordonate u',u?, ..., u"™. Mai mult, fie asociat cu P un n-
uplu de numere reale by, by, ..., b, in raport cu orice alt sistem de coordonate
ut,u?, ..., u", care poate fi obtinut din u',u?, ..., u" printr-o transformare din
G. Spunem ci by, b, ..., by, respectiv, by, bs, ..., b, constituie in P componentele
unui tensor covariant de ordinul intdi (vector covariant) faia de G,
in sistemul de coordonate respectiv, daca requla de transformare intre ele la
schimbarea 3.3 a sistemului de coordonate este de forma 3.19, unde derivatele
sunt evaluate in P. Vectorul covariant este notat prin b; sau I_)j in sistemul
de coordonate v/, respectiv, W . Transformarea covariantd 3.19 este indicata
prin indici inferiori.

Avand la dispozitie tensorii de ordinul intéi (vectorii contravarianti si co-
varianti), putem usor introduce tensorii de ordin superior, procedand ca mai
sus, adica plecand de la forme multiliniare in tensori de ordinul intai, forme
pe care le presupunem invariante la transformari admisibile de coordonate si
cautand legea de transformare a coeficientilor acestor forme. Pentru ca pro-
cedeul sa fie mai usor de inteles, vom introduce mai intai tensorii de ordinul
doi, pentru ca apoi generalizarea sa se faca fara nici o dificultate. Facem
acest lucru si pentru ca tensorii de ordinul doi sunt mai frecvent intalniti in
teoria diferentiala a suprafetelor.

3.2.2 Tensori de ordinul doi

In primul rand, pornim de la doi vectori covarianti oarecare b; si ¢
intr-un punct P de coordonate u!,u?,...,u" si considerim forma biliniara

B = ajkbjck,

in componente ale acestor vectori, forma pe care o presupunem invarianta la
transformari admisibile de coordonate 3.3.

Notand cantititile corespunzitoare in coordonatele u!, u
bara, trebuie sa avem:

2 n :
, .., W printr-o

B =a"b, ¢, = a’*b;c; =
B =a"b,c, = a’"bjc, = B.



144CAPITOLUL 3. GEOMETRIA DIFERENTIALA A SUPRAFETELOR

Din aceasta egalitate si 3.20, obtinem

i e ol OuF
@ bjCk =a TbjTCka
ouP ~ ou?
si deoarece aceasta relatie are loc pentru orice pereche de vectori covarianti,
produsul b;c; trebuie sa aiba aceiasi coeficienti in ambii membri si deci:

(3.21)

In mod analog, folosind 3.19, obtinem transformarea inverss:
oul ouk

(3.22) a’™ s,m=1,...n.

Definitia 3.9 Multimea ordonati de n®> numere reale a’*, respectiv, a’*
(j,k = 1,...,n) date in P, care la o transformare 3.3 respecta legea 3.21,
poarta numele de componente ale unut tensor contravariant de or-

dinul doi in raport cu G, in sistemul de coordonate w’, respectiv, W,
derivatele in 3.21 fund evaluate in P.

Observatii: 1. Relatia 3.22 poate fi obtinuta si din 3.21 prin multipli-

o ou™
carea cu u' . L, sumand dupa j si k de la 1 la n si folosind definitia
oul  Ouk A
simbolului lui Kronecker. Intr-adevar:
ou® ou™ . ou? ou® ou® ou™
jk _ =pq __ =PgssSsm __ —sm
9w 0~ g gu ot g @ 0% =@

2. Componentele tensorului de ordinul doi @/*, in numsr de n?, pot fi
aranjate in forma unei matrici patratice in care elementele sunt notate cu
indici superiori (de contravarianti)

Al g2 gin
a2 g2 g
a a™ ... o™

3. Daca v/ si w* sunt vectori contravarianti in punctul P, putem forma

n? produse
ik

a’ k

— n)J S —
=vw", 7,k=1,...,n,

care sunt componente ale unui tensor contravariant de ordinul doi (ldsdm in
seama cititorului verificarea acestui fapt). Acest tensor de numegte produsul
tensorial al celor doi vectori.
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Sa remarcam ca, invers, nu orice tensor de ordinul doi poate si reprezentat
ca produs tensorial de doi vectori.

In al doilea rand, plecim de la doi vectori contravarianti oarecare b i c*
intr-un punct P gi consideram forma biliniara:

C= ajkb]ck,

in componente ale acestor vectori, forma pe care o presupunem invarianta la
3.3.
A LN v A —1 =
Notand cantitatile corespunzatoare in coordonatele u",
bara, trebuie sa avem:

2 n :
, .., W printr-o

C = qugpéq = ajkbjck =C.
Din aceasta egalitate si 3.18, obtinem
_ o ou? ,
= Qpg—b —c
PLoui ™ ouk ™’

si deoarece aceasta relatie are loc pentru orice pereche de vectori covarianti,
produsul b’c* trebuie si aibi aceiasi coeficienti in ambii membri si deci:

_ OuP ou’
k=T g S E =

ik
a;pb’c

(3.23)

1,....n.

In mod analog, folosind 3.17, obtinem transformarea inverss:

oud OuF

Gsm = 5w oum -

(3.24) ajk, s,m=1,..,
Definitia 3.10 Multimea ordonatd de n® numere reale aji,, respectiv, G
(j,k = 1,....,n) date in P, care la o transformare 3.3 respecta legea 3.23,
poarta numele de componente ale unui tensor contravariant de or-
dinul doi in raport cu G, in sistemul de coordonate u’, respectiv, W,

derivatele in 3.23 fiind evaluate in P.

Analoagele celor trei observatii referitoare la tensorii covarianti de ordinul
doi sunt ugor de transpus si de aceea nu le mai dam.

In fine, in al treilea rand, plecand de la doi vectori arbitrari, dati in P,
unul contravariant &’ si altul covariant ¢;, si considerand forma biliniara

F= ajkbjck,

in componente ale acestor vectori, forma pe care o presupunem invarianta la
3.3, adica
- Lo
— q —
F=albc,=a;Vc,
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prin 3.18 si 3.20 obtinem:

—p k
Y ou b ou
Clj Cr — ap U0 —Cg,
ouw  ou?
si, deoarece aceasta egalitate are loc pentru orice pereche de vectori, produsul
tensorial &’ ¢, trebuie sa aiba aceiagi coeficienti in ambii membri si deci:
k ouP du®

=gl Y
i = 5 A g, k=1,..,n.

Prin 3.17 i 3.19 gasim legatura inversa:

(3.25) a

o Ou Ou™
(3.26) a" = %%aﬁ, m,s=1,...,n.

Definitia 3.11 Multimea ordonatid de n? numere reale ajk, respectiv, Ejk
(j,k = 1,...,n) date in P, care la o transformare 3.3 respecta legea 3.25,
poarta numele de componente ale unui tensor mixt de ordinul doi in
raport cu G, in sistemul de coordonate u’, respectiv, W, derivatele in 3.25

fiind evaluate in P.

De asemenea, si in acest caz au loc analoagele observatiilor pe care le-am
facut referitor la tensorii covarianti.

3.2.3 Tensori de ordin arbitrar. Operatii cu tensori

Vom introduce acum notiunea de tensor de ordin arbitrar, care va include
definitiile precedente drept cazuri particulare, iar in finalul paragrafului vom
indica operatiile cu acesti tensori.

Pentru aceasta, vom considera forma multiliniara
M=aqa. . kl'"ksbjlch...fjrgklhk2...wks,

J1--Jr

in componente a r vectori contravarianti b, c¢’2, ..., f/r si a s vectori covar-
ianti gg,, hi,, ..., Wk,, arbitrari, dati intr-un punct P, pe care o consideram
invarianta la transformarile grupului G. Scriind aceasta si folosind 3.18 si
3.20, obtinem:

77D1 77D k1 k.
kyoke | OU ouPr Ou ous P

i I T TR !

relatie care multiplicata cu

(3.27) a

oulr  oulr ou™  ou™s
outr " oultt  Oukr T Ouks
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conduce la legatura inversa

ou’t  Oulr ou™  ou™: kp.ks
= 8Et1...8ﬂtr . aukl vee 8uk5 a]l]'r‘ 3

(3.28) @y, g,
toti indicii ludnd valori de la 1 la n.

Definitia 3.12 Fie G un grup de transformari admisibile de coordonate i
fie a;, Mok o multime ordonatd de n**" numere reale date in punc-
tul P in sistemul de coordonate u',v?, ..., u". Mai mult, fiea, , ™™ o
multime ordonatd de n*™" numere reale date in P in sistemul de coordonate
ut, ..., u®, obtinut din ut,u?, ...,u™ printr-o transformare din G. Daca relatiile
de transformare 3.27-3.28 sunt indeplinite, atunci spunem ca in P sunt date
componentele unui tensor de ordin s+r, sau de tipul (s,r), sau de
s ort contravariant si de r ori covariant in raport cu G.

r

Este usor de vazut ca definitia de mai sus le include pe cele ale tensorilor
de ordinul intai si doi.

Nu excludem posibilitatea ca, in general, componentele unui tensor sa fie
date nu numai intr-un singur punct, ci in fiecare punct al unei multimi de
puncte din spatiul considerat. Aceste componente vor fi atunci functii de
coordonatele din acea multime si in cest caz vom spune ca in acea multime
este dat un cAmp de tensori. Pentru simplitate, vom spune tot ,tensor”
in loc de ,,camp de tensori” in acest caz.

Inainte de a trece la operatii cu tensori, sunt necesare cateva precizari.

Scalarii i numim tensori de ordin 0 (zero).

Un tensor se spune a fi simetric in raport cu doi indici de contravar-
ianta sau doi indici de covarianta, daca componentele obtinute prin schim-
barea indicilor respectivi intre ei, sunt egale. Un tensor contravariant sau
covariant se spune a fi simetric daca el este simetric in raport cu fiecare
pereche de indici. Un asemenea tensor nu poate fi mixt.

Pentru un tensor simetric de ordin doi, din cele n? componente, cel mult
@ sunt distincte.

Tensorul antisimetric (stramb simetric sau alternat) in raport cu
doi indici de contravarianta sau doi indici de covarianta, este acel tensor
ale carui componente obtinute prin schimbarea indicilor respectivi intre ei
difera numai prin semn. Un tensor contravariant sau covariant se spune a fi
antisimetric daca el este antisimetric in raport cu fiecare pereche de indici.

In cazul unui tensor, s spunem, covariant de ordinul doi, antisimetric
tij, trebuie sa avem t;; = —t;;, in particular, ¢;; = —t;;, de unde rezulta ca
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Doi tensori se numesc de acelasi tip daca ei au acelagi numar de indici
de covarianta si acelagi numar de indici de contravariantd. Vom nota cu 7,°
multimea tensorilor de tip (s, ) (de s ori contravarianti si de r ori covarianti).

1. Adunarea se defineste numai pentru tensorii de acelasi tip. Suma

N ki..ks _: k1...ks :
intre a;, siby, este tensorul de tip (s,7)

kioks ki...ks ki...ks
Ciy. g = aj, +0j,.5, :

2. Inmultirea tensorilor este definitd fira restrictii.  Prin produsul
(produsul tensorial) a doi tensori a;,, , " si by Phs
primul de tip (g, p), al doilea de tip (s,r), intelegem un tensor de tip

(¢ + s,p+ 1), de componente

il...iqkl...ks o il...iq ki..ks
Chy.hpji.jr = py.hy Ojy.i :

Pe scurt, are loc egalitatea

q r __ gq+s
,];) ® 7; - 7;7+r .
Deoarece un scalar este un tensor de ordinul 0 (zero), are sens in-
multirea unui tensor cu un scalar si concludem ca: multimea tenso-
rilor de acelasi tip formeaza spatiu vectorial.

3. Contractia indicilor. In cazul unui tensor mixt, putem egala un
indice de contravarianta (superior) cu un indice de covarianta (inferior)
si efectua sumarea in raport cu aceastd pereche de indici. Aceasta
operatie se numeste contractie. Din 3.27 si 3.13 rezulta ca aceasta
operatie conduce la un tensor cu un indice de contravarianta si un
indice de covarianta mai putin, adica

C: 7;1 — ’];q:ll.

De exemplu, dacd a € T, atunci o/ = a,' + a2 + ... +a," € TY =R.

Intr-adevar,
a,' = —- —a’ =0'a’ =a’.
ou™ ow St J

m ¢ T3}, putem avea

5 ok
Analog, daca a;;

1 2
klm .__ ilm 2 klm .__ kim 2
Q’aij =a;; " €T, Qaij = a;;"" €T ete.,
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sau sa repetam contractia:

1 1 .. 2 2 .
¢ (Gadtm) =i €7, ¢ (Gat) = s B et

1

Daca contractam un produs tensorial in raport cu indici in ambii fac-
tori ai produsului, tensorul rezultat este numit produsul interior al
acestor tensori.

De exemplu, dacd a; € 7° si b* € 7', atunci stim ci a;b% € T}, iar
produsul lor interior este a;0’ € 7 = R. Sau incd, dacd a;; € 73 si
pMm e T3, atunci stim c& a;;0M™ € T2, iar produsele lor interioare pot
fi de forma a;;b''™ € T2, a;;0"™ € T2, a;;b"™ € T3 etc.

4. Simetrizarea unui tensor. Operatia de simetrizare a unui tensor, in
raport cu anumiti indici (de acelasi fel) consta in constructia urmétoare
a unui tensor simetric, plecand de la tensorul dat: se considera suma
tuturor componentelor tensorului dat obtinute permutandu-se in toate
modurile posibile indicii in raport cu care simetrizam si se imparte
aceasta suma la numarul permutarilor.

Tensorul obtinut se noteaza punand in paranteze rotunde indicii
simetrizati. De exemplu:

P R

(329) t("]) — §(tlj + t‘”),

si in general,

(3.30) g01n) — (e g gl ),
p!

Daca intre indicii in raport cu care simetrizam sunt intercalati indici in
raport cu care nu simetrizam, acestia se despart prin bare. De exemplu:

1
(3.31) tlstn) = 5 (tigh + tji)-
5. Alternarea. Operatia de alternare a unui tensor in raport cu anumiti
indici da un procedeu de a construi, plecand de la un tensor dat, un
tensor antisimetric in raport cu acesti indici.

Pentru aceasta vom proceda ca gi la simetrizare, numai ca in suma vom
lua componentele ce se obtin din primul termen printr-o permutare para a
indicilor cu semnul plus, iar cele care se obtin printr-o permutare impara a
indicilor, cu semnul minus.
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Indicii alternanti se vor nota cu paranteze patrate. De exemplu:

. 1 .. .
(3.32) il = 5 =),
(3.34) t[’Ll’Lp] — l'(tlllp + tig...ipil + tig.."ipilig + R ti2i1m7;p _ ),
p:
sau inca,
1
i = 5 (e — tuji),

unde intercalarea indicilor intre bare semnifica faptul ca in raport cu ei nu
alternam sau nu simetrizam.

3.2.4 Tensori afini si tensori euclidieni. Operatia de
ridicare si coborare a indicilor

Pana acum, in acest paragraf nu am precizat structura spatiului n-
dimensional in care am considerat grupul transformarilor admisibile de co-
ordonate G, in raport cu care am definit tensorii de ordin arbitrar. Luand
cazuri particulare de astfel de spatii vom obtine cu usurinta cazurile par-
ticulare ale tensorilor afini si euclidieni, tensori ce se intalnesc frecvent in
mecanica, fizica si alte discipline.

Pentru inceput, vom considera spatiul n-dimensional drept spatiu liniar
n-dimensional £, (ale cirui elemente le numim vectori) peste un corp K
(ale cdrui elemente poartd numele de scalari). Fie {e, ..., e,} 0 bazi a acestui
spatiu, [5].

Un vector oarecare se descompune unic in aceasta baza, sa spunem, sub
forma:

T =1'e;,

unde (!, ..., ") sunt numite componente ale vectorului x in baza ey, ..., ,,.
Daca schimbam baza, sa spunem, €y, ..., €,, atunci trebuie sa avem o lega-
tura intre baza noua si baza veche, de forma

(3.35) Em=Ale;, m=1,..,n,

unde det(A,") # 0.
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Atunci, vectorul = se scrie in baza noué:
T=T"€n,
unde (7', ...,7") sunt noile componente ale vectorului z. Prin 3.35 rezulta:
r=1'e; =7"€, =T"A’e;,
si, cum ey, ..., e, sunt liniar independenti, avem:

(3.36) =AF" i=1,,.,n,

m

legitura intre vechile componente z° si noile componente .
Daca legatura intre baza veche si baza noua este de forma

(337) € = Biméma 1= 17 y oy Ty

un calcul analog conduce la legitura dintre componentele noi @ si cele vechi
z', de forma:

(3.38) 7" = B"x',

unde det(B;") # 0.

Avem, evident,
(3.39) A-B= (ATfLBjm) =) =1, B-A= (B"A7) = (6%) =1,

unde / desemneaza matricea unitate, iar 5; este simbolul lui Kronecker, pe
scurt

AJBI" =6, AFB" =41, jk=1,..n.

Daca E,, = R" este multimea sistemelor ordonate de n numere reale (ele-
mentele acesteia le mai putem numi ,puncte”), atunci 3.36 si 3.38 reprezinta
formulele de transformare ale coordonatelor unui punct P(x!, ..., "), respec-
tiv, P(z',...,7"), la schimbarea reperului, prin pastrarea originii (rotatie).

Daca schimbam si originea reperului, obtinem formulele:

(3.40) = ALT" + A,

(3.41) 7" = B/"a' + By",

unde (Ag, ,A), respectiv, (By, ,BJ") reprezintd coordonatele noilor orig-
ini, in sistemele respective. Formulele 3.40, 3.41 formeaza grupul, sa-1 notam
tot cu G, al transformarilor afine.
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Acest grup G este un caz particular de grup de transformari admisibile
de coordonate si deci, are sens sa calculdm din 3.40 si 3.41 (mai particular,
din 3.36 si 3.38) cantitatile:

ou' Ox' , oum™  oT™ .
oum o™ ™ ow  ow I
cantitati necesare definirii tensorilor afini, prin particularizari ale definiti-
ilor de mai sus.

De exemplu, n? numere a*, respectiv, @/, date in P(z!, ..., ™), respectiv,
in P(z!,...,7"), constituie componentele unui tensor afin contravariant

de ordinul doi daca legea lor de schimbare la transformarile afine G date
de 3.40 este:

(3.42)

(3.43) o = AJAFa, (jk=1,...n)
sau invers,
(3.44) a*" = BSB"a’*, (s,m=1,...,n).

In mod analog, n® numere reale aijk, respectiv, Eijk, apartin spatiului
liniar al tensorilor afini de tipul (2, 1), 72(E,), dacé la o transformare afini
din G, se modifica dupa legea

(3.45) a/" = B"AJAFGR (i, 5,k =1,..,n),
sau invers,
(3.46) all = A;IBJPB,faijk (m,p,q=1,....,n),

cum se constata prin particularizarea lui 3.27, la care aplicam 3.42 i, respec-
tiv, din 3.45, cu relatiile 3.13.

Observatia 3.13 Din 3.42, observam ca z' sunt componente afine con-
travariante ale vectorului x. Din acest motiv, elementele unui spatiu vectorial
sunt numite vectort contravariants.

Daca consideram doi vectori z,y € E,,, putem defini produsul scalar al
lor in baza eq, ..., e,, notat cu x - y, dat de

vy = alytejer,
care este un invariant afin. Intr-adevir, din 3.38, 3.35 i 3.13, avem:
Ty = TYle,e, = fojB,gykA;erA;es = 5;5’;xjykeTeS =

= azjykejek =x-y.
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Produsele scalare intre vectorii bazei le vom nota pe scurt:
(347) Gij = €i€j

si este usor de vazut cd g;; € T (E,). Intr-adevir, din egalitatea de mai sus
si 3.35, avem:

(3.48) Gpy = Eplg = Ag@jA;“ek = AgAfejek = AgA;:gjk7

adica, tocmai legea de transformare a unui tensor afin covariant de ordinul
al doilea. Mai mult, el este simetric: g;; = gj;.
Multiplicdnd, descompunerea vectorului z in baza ey, ..., e, :

xr = x'e;,
cu un vector e; oarecare din baza, obtinem produsul scalar ze; de forma
i
(3.49) re; = x' gy,

unde am tinut cont de notatia 3.47.
Sa notam membrul al doilea al acestei egalitati cu

(3.50) z; = 2y

si sa cautam legea de transformare a lui z; prin grupul G.
Avem, din 3.50, 3.49 si 3.48, relatia

= _=p= == _ mPiAiAk,  _ siakoi Ak i Ak
Ty = TGy, = T = Blx'AJA gk = 0] AT gjr = AJx g = A i,

ceea ce aratd ci x; sunt componente de vector covariant, x; € T°(E,).
Numim z; componentele covariante ale vectorului z, in baza aleasa,
spre deosebire de componentele contravariante x* ale vectorului x.
Daca matricea (g;;) este nesingulara, adica

(3.51) det(giy) £ 0,
are sens matricea inversi, notatd cu (¢%) a lui (g;;) :
(3.52) 959" = 0%,

Atunci, din 3.50, prin inmultire cu ¢’* si 3.52, obtinem:
(3.53) b = g

Formulele 3.50, respectiv, 3.53, ne arata modul de trecere de la compo-
nentele contravariante z° ale vectorului  la componentele covariante x; ale
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aceluiagi vector x. Acest procedeu de coborare si ridicare a indicilor
poate fi extins la tensori oarecare prin formule de tipul:

(3.54) i o g i

11

pentru coboréarea indicelui de contravarianta, sau
i — gy
(355) t i2...0q 9 t]112~--1q7

pentru ridicarea indicelui de covarianta. Putem repeta operatia de mai multe
ori:

(3.56) tiriaeiy = GirjrGina-+-Jigis 77

(3.57> til’ig...iq — giljlgi2j2'.'giqthjle..'jq7

sau operatia poate fi aplicata unui tensor mixt, formulele fiind analoage cu
cele de mai sus.

Caracterul tensorial al membrului intéi din 3.54-3.57 se verifica usor, efec-
tuand in fiecare cate o schimbare a bazei.

In fine, dac# in spatiul liniar E, peste corpul K (= R sau C) alegem o
baza ortonormata eq, es, ..., €, si definim produsul scalar a doi vectori = si

Y prin:
i=1

atunci spatiul liniar se numeste spatiu euclidian n-dimensional, pentru
care avem, evident,
gij = €i€j = 0ij,
simbolii lui Kronecker cu ambii indici notati jos.
Daca ey, €,, ..., €, este o alta baza ortonormata, avem:

n
Opg = Cplq = Gpg = AT ARGy, = ZAgA;,
=1

ceea ce exprima faptul ci matricea A! din 3.35 este ortogonala.
Aceasta inseamna ca toate definitiile tensorilor afini se particularizeaza
la tensori euclidieni in scrierea de mai sus, numai cu suplimentarea

det(A7) = 1.

Deoarece
det(g”> = det((SU) =1 7é O,
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rezultd cd g;; admit reciprocii ¢/ si operatia de ridicare si coborare a indicilor
intr-un spatiu euclidian n-dimensional este totdeauna posibila.

Atragem atentia cd, pentru a putea cobori sau ridica un indice, trebuie ca
locul pe care aducem acel indice sa fie liber. Prin urmare, atunci cdnd vom
lucra cu tensori afini, ne vom ingriji de pastrarea locului indicilor coborati
si ridicati. Astfel, de exemplu, nu vom scrie imprecis tf , ci vom scrie tji sau
tij si, in general, acesti doi tensori sunt diferiti. Numai daca acegtia coincid,
vom putea scrie fard ambiguitate ¢].

3.3 Prima forma fundamentala a unei
suprafete

3.3.1 Curbe pe suprafata
Fie (S) o suprafatd de clasd p > 1 datd in reprezentarea
(3.58) 7 =7 (ut,u?),

si P un punct regulat al ei.
O curba (C) trasata pe (S) poate fi reprezentatd sub forma

(3.59) ut = ul(t), u® =ui(t),

unde ¢ este un parametru real, functiile u*(¢), u?(t) fiind de clasid p > 1 si
indeplinind conditia ca pentru orice ¢, cel putin una din derivatele 4! si 4>
sa fie diferita de zero:

(3.60) (a')? + (4*)* > 0.

Inlocuind 3.59 in 3.58, obtinem pentru curba (C) de pe suprafata (S)
reprezentarea parametrica

(3.61) T = T (U (1), v (t)).

In conditiile de mai sus, reprezentarea 3.61 este general admisibils (in sensul
definitiei 2.4).

In particular, dacs alegem u' = t, respectiv, u®> = t, gisim pentru curba
(C) de pe (S) reprezentdrile:

(3.62) u? = u?(u') sau u' =ul(u?)
si reprezentarea implicita:

(3.63) h(u',u?) = 0.
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Mai mult, s& remarcim ci u'=constant si u?=constant sunt curbe pe (S),

anume, familia curbelor coordonate (sau familia curbelor parametri-
ce), ce formeazid o retea (fig. 3.1): prin fiecare punct Py(u},u?) al lui (9)
trece cel putin cate o curba din fiecare familie, anume:

() u=ul
(Cy) :+ ut =

(‘L‘a\
P LN
=) wtz comat. A
& uls cowil (G)
Utz.'f- Count
[ ¢
s !
- U"l Couat

fig. 3.1

Mai mult, tinand cont c& aplicatia (u',u?) — 7 (u',u?) este bijectivi,

are loc

Propozitia 3.14 Printr-un punct P al unei suprafete requlate trece exact
cdte o curba coordonata din fiecare familie.

Astfel, P se afli la intersectia curbelor coordonate u? = u? si u' = uf;

avem, astfel, o situatie analoaga celei dintr-un plan raportat la un reper
Oy, caz in care un punct M (zg,yo) se afld la intersectia dreptelor x = x
$i ¥y = Yo, (z0,yo) numindu-se coordonate rectangulare (sau carteziene). Din
acest motiv, parametrii !, u? mai poartd numele de coordonate curbilinii
pe suprafata (5).

Fie acum P un punct al unei curbe oarecare (C'), trasate pe (5). Pre-
supunem ca (C) este reprezentata prin 3.59. Atunci, vectorul tangent in P
or _, 07
oul’ T2 = oz’
= dr B o7 du' 07 du® _, .

64 _dr _9rdu O du
(3.64) TS0 T odat T ow

la (C), cu notatiile 77, = este:

—_
=7t + 7“2u2,

. v v . . o . v e —>
relatie care ne arata ca acest vector este o combinatie liniara de vectorii 7’4
. —
si r’5. Pentru curbele coordonate, avem:

(Ch) : (Ul =t, u’=const., u' =1, 4* = 0),
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respectiv,
(01) : (ul = const., u? = t, ol = 0, w2 = 1),

si relatia 3.64 ne permite sa formulam:

Propozitia 3.15 Vectorul tangent la curba coordonatd u®> = const este
—_ a? . = 1
1 = S, tar vectorul tangent la curba coordonatd u- = const este
Ju
- _ or
T e

Presupunem cd P € (.S) este punct regulat. Daca tinem cont de conditia
de regularitate 71 x 75 # 0, urmeaza ci:

Propozitia 3.16 Cele doua curbe coordonate care trec printr-un punct P al
unei suprafete requlate au in P drepte tangente distincte.

Cu alte cuvinte, daci P este punct regulat, atunci vectorii 71 si 7 o sunt

liniar independenti, ceea ce inseamn, tinand cont de 3.60, c& 7 # 0

Mai mult, din 3.64 deducem ca vectorul tangent la orice curba pe (S) este
o combinatie liniars de 7°; si 7. Prin urmare, el descrie planul determinat
de punctul P si directiile 7, si 7"5), fapt ce va fi folosit in paragraful urmitor

3.3.2 Planul tangent si dreapta normala la o suprafata
intr-un punct regulat. Orientarea unei suprafete
Definitia 3.17 Numim plan tangent in punctul requlat P la suprafata (.5),

planul care contine tangentele in P ale tuturor curbelor de pe (S) ce trec prin
P.
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_)
Notand cu R vectorul de pozitie al unui punct oarecare din acest plan si
cu 7, vectorul de pozitie al lui P, avem:

—

(3.65) (R—7,71,732)=0
sau
(3.66) R(a',o)) =T +a'T1+a’Ta o,a’ €R (T1 x T3 #£0),

pentru ecuatia vectoriala a planului tangent in P la (5).
Relatia 3.65 se scrie pe componente:

X—2x Y-y Z—-=2

ox Jy 0z _
(3.67) R m

Oz 9y 9z

Ou? Ou? Ou?

H
unde X, Y, Z sunt componentele lui R, iar x,v, z, cele ale Iui 7.

Definitia 3.18 Numim dreapta normala in punctul requlat P la suprafata
(S), dreapta ce trece prin P si este perpendiculard pe planul tangent in P la

(S).
Cum vectorul
(3.68) N=T1x7s

H
este perpendicular pe planul tangent in P la (5), (m)p, notand cu R vec-
torul de pozitie al unui punct oarecare de pe dreapta normala, avem:

(3.69) R=7T+ N, AeR,

pentru ecuatia vectoriald a dreptei normale in P la (S).

Ecuatiile sub forma de rapoarte ale dreptei normale sunt, conform cu
3.68:

370 X —x Y -y Z —z

(3.70) o & & o |
T il oul  dul 1 1
Ou?  Ou? ou?  Ou? ou?  Ou?

Remarcam ca vectorul unitar normal la (S) in P este dat de:

ﬁ
— —
N N "1 X 7o

n = = .
Hﬁ” H?l X 72“

(3.71)
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1 2

Exemplu. Fie suprafata (elicoidul) v = u' cosu?, y = ulsinu?, z = hu?.
S& se determine planul tangent gi dreapta normald in A(1,0,0).

Punctul A corespunde valorilor v' = 1, u*> = 0. In acest punct, avem:
7 = cosu?i + sinuj|4 = i, 7 = —u'sinu® + u' cosu?j + hlg\A = 7+ hk.
Planul tangent are ecuatia:

X -1

Y
0 =0,
1

> o N

1
0
sau —hY + Z = 0. Vectorul normal la plan in A are, astfel, componentele

- —h 1
N(0, —h, 1), iar versorul lui este 7 (O, , ) . Ecuatiile dreptei
VI+h V1+h?

normale sub forma de rapoarte sunt usor de scris.
Observatii:

1. Dacs punctul P este dat, vectorii 71 si 7 o sunt unic determinati si
necoliniari i atunci, ansamblul {P, 71, 7’5} constiuie un reper fixat in
planul tangent. In acest reper, vectorul tangent la o curbf arbitrarg
de pe (.5), ce trece prin P, in conformitate cu 3.64, are componentele

— /1 92 . dul du2 . . ) .
T (u',4?), adica o a ) directia tangenta fiind de componente
2
(du', du?) sau (1, F)’ prin coliniaritate.
U

2. Remarcam ca in fiecare punct regulat al unei suprafete putem atasa un
triplet de vectori liniar independenti 71, 772 si 7, care, spre deosebire
de reperul Frenet al curbelor in spatiu nu este neaparat ortonormat,
deoarece, in general, 71 si 7o nu sunt unitari si nu sunt perpendi-
culari. Reperul mobil format din punctul regulat P € (5) si tripletul
{71, 75, 7} poartd numele de reperul lui Gauss.

3. Planul tangent si dreapta normald intr-un punct regulat P € (S) sunt
invariante la transformérile admisibile de coordonate (reparametrizari).
Intr-adevir, daci v = u'(a', @?), i = 1,2, atunci:

of _ Or ou' _ ou'

oul ~ 9w oul  oul' "

or  orow 0w

o 0w o o "3

de unde deducem ca vectorii normali 7 X 75 si 75 X 5 sunt coliniari,
ceea ce justifica afirmatia.
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4. Sensul lui 7 depinde de reprezentarea parametrici a suprafetei: o
transformare parametrica admisibila al carei jacobian D este negativ
inverseaza sensul lui 77, iar o transformare pentru care D este pozitiv
pistreaza sensul lui 7.

Intr-adevir, dacs (9) este datd in reprezentarea

7T =7 (ut,u?),

avel:
. L 0T 0T (o out 0w (o Dul o Out
I 2 out Cowr U ltowt 2 ot Lou? ou )
_ (P X T) out Ou? B ou? out
- ! \outou®  oulou?)’
adica
(3.72) TiX T5=D(T1x7Ts),

(3.73) Tix Ty=D(T7x 7T3),
unde D este inversul lui D :

(3.74) DD =1.
Relatiile 3.72-3.73 demonstreaza afirmatia.

Definitia 3.19 Sensul vectorului unitar normal la suprafata (S) in P este
numit sensul normal pozitiv al suprafetei (S) in P.

Definitia 3.20 O suprafata (S) se spune a fi orientabild daca sensul nor-
mal pozitiv dat intr-un punct arbitrar P al lui (S) poate fi prelungit in mod
continuu la intreaga suprafata.

Daci (.5) este orientabild, atunci nu exista pe (5) o curbd inchisa (C) care
trece prin P, astfel incat sensul pozitiv normal sa se schimbe atunci cand ne
deplasim continuu de la P de-a lungul lui (C') intorcandu-ne la loc in P.

Evident, reprezentarile admisibile ale unei portiuni de suprafata pot fi
divizate in doua clase, fiecare corespunzand la una din cele doua posibilitati
de orientare a acestei portiuni. Doua astfel de reprezentari apartin la aceeasi
clasa, daca ele sunt legate printr-o transformare al carei jacobian este pozitiv.
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Definitia 3.21 Vom spune ca unghiul orientat (?1, ?2) dintre vectorii di-

rectori ai dreptelor tangente in P la doud curbe pe (S) este orientat pozitiv
— =

dacd triedrul format de vectorii t 1, t o, 1 este drept orientat.

. . . . —> . v . . . .
Prin schimbarea sensului vectorului 7" se schimba gi orientarea unghiului
é

—
(1, ).

In cele ce urmeazs, ne propunem s deducem ecuatia planului tangent si
expresia vectorului normal intr-un punct regulat P € (S), pentru cazurile in
care suprafata este data in reprezentare explicita sau implicita.

Daca suprafata (5) este datd in reprezentarea carteziana explicita
3.7, o renotare a variabilelor independente x si y cu u!, respectiv, u?, conduce
la ecuatia vectoriald a lui (5) :

H
7 (ut, u?) = Wi a2+ z(ut,u?) k

de unde deducem ca vectorii tangenti la curbele coordonate sunt:

0
71(utu?) = g 21?, To(ut,u?) = 7 + 22?, zj = a—zj, j=1,2.
U
Introducand notatiile lui Monge:
0z 0z
P=%s 17 oy

si efectudnd calculele in 3.67, obtinem ecuatia planului tangent la suprafata
(S) data in reprezentarea explicita z = z(x,y) sub forma:

(3.75) (X =2)p—(Y —y)g+(Z—-2) =0,

la care remarcam vectorul normal
ﬁ
si vectorul unitar normal

- =
—_—pi—qj+ k
V1+p*+ ¢
orientati pozitiv fata de planul xOy.
Dacd suprafata (S) este datd in reprezentarea implicita 3.8

F(z,y,z) = 0, atunci, conform celor aritate in §1, in vecindtatea unui punct
regulat P € (5), exista explicitarea z = z(z,y) care satisface 3.8 identic:

F(z,y,z(z,y)) =0.

(3.77)
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Derivand aceasta identitate in raport cu z, respectiv y, obtinem iden-
titatile:
Fl+ Flp=0, F + Flqg=0,

care ne expliciteaza p si ¢ sub forma

F! F;
(3.78) P=—7p 4= —ﬁ.

Substituind 3.78 in 3.75, suntem condusi, in acest caz, la ecuatia planului
tangent la (S) in punctul P(z,y, z) sub forma:

(3.79) (X —2)FL+ (Y —y)F! + (£ — 2)F. = 0.

H
Distingem vectorul normal N, notat cateodatd si cu gradF (si numit gra-
dientul functiei F'), de componente

(3.80) N = gradF(F., F!, F!)

si vectorul normal unitar

PP +F 5 +F%
T Y J + z

(3.81) = .
VED? + (Fp)? 4 (F1)?

Ecuatiile sub forma de rapoarte ale dreptei normale fiind ugor de scris,
nu le mai dam.

3.3.3 Prima forma fundamentala. Masurarea lun-
gimilor si unghiurilor. Aria unei portiuni de
suprafata

Fie () : 7 = 7(u',u?) o suprafatd de clasi p > 1, (C) : u! = ul(t),

~

u? = u%(t), o curbd trasatd pe (S) gi un arc regulat AB al curbei (C),
corespunzator lui ¢t € [a,b] : A(t = a), B(t = b). Ne propunem s& calculdm

lungimea arcului regulat AB de pe suprafata (.5). In acest scop, tinand cont

N AN S
de 2.10, vom calcula | 7'|| = V7 - 7", unde 7 = 7iul + 742 este vectorul

tangent la (C'). Produsul scalar fiind distributiv, urmeaza ca:

T = (T )@ 27 )it + (T T ) (W)
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Notéand:

(3.82) Gk=T; Tr (G k=12),

adica

(3.83) gu=T1-T1, G2=T1 T2 gn= T2 T2
avem:

(3.84) T = gt i,

prin conventia de sumare. Atunci, 3.84 si 2.10, conduc la formula lungimii
unui arc de curba pe (S5) :

b
3.8 L. = UIURdL.
(3.55) o [V

Mai mult, din 3.84, vedem c& elementul de arc 2.13 pe curba (C') capatd
forma

(3.86) ds* = gjpdu’ du”,
pe larg,
(3.87) ds® = gi1(du')? + 2g1adutdu® + goo(du®)?.

Definitia 3.22 Forma patratica diferentiala 3.86 poarta numele de prima
forma fundamentala a suprafetei (S).

Deoarece ds? = di - di = (7 - 7 )dt? = (Fidu' + 7du?®)?, prima forma
fundamentala se numeste patratul elementului liniar al suprafetei.
Observatie: Tinadnd cont de 3.83, rezulta ca intr-un punct regulat P al

lui (S) (771 x 79 #0), avem 7 # 0, adica
si, din definitia coeficientilor g;; avem g2 = ||71|| ||72|| cos €, 6 = (7“{1,?2), sau

(3.89) G12 = \/g11 - gz cos ), 0 = (71, 7%).

Vom arata cd unghiul « dintre doud curbe ce se intersecteaza (C') si (C*),
trasate pe (.5), se calculeaza folosind coeficientii g;; ai acestei forme, unghiul
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a fiind definit ca unghiul dintre vectorii tangenti la (C) si (C*) in punctul
de intersectie.
Pentru a realiza aceasta, si consideram curbele (C') si (C*) reprezentate

pe (S) prin

(©) + w = hi(t),

(C*) W =h(tY), j=1,2,
respectiv, daca p este punctul lor de intersectie, atunci, dupa 3.64, vectorii
tangenti la (C') si (C*) vor fi dati, respectiv, de:

(3.90) 7 =mhl 4wkt =k, 7 o= mht o+ i = bt

Tinand cont de notatia 3.82, obtinem ca unghiul a doua curbe trasate
pe suprafata (5) are cosinusul dat de formula:

Lk

gjkhjﬁk

For
‘/7':,.7':,‘/7':, T__, \/glmhlhm\/grsh*rh*s

Caz particular. Daca alegem drept (C) si (C*) curbele coordonate

(3.91) cos o =

ul = const. si u> = const., avem h' = 0, h*? = 0, adicd, 7 = ™h? si
L

7 = 1 h*L. De aici, urmeazi ca:

T1 -T2 g12

3.92 cosQ = ———— = 7
(3.92) [Pl 7all V/9rig22

formula din care putem enunta:

Teorema 3.23 Curbele coordonate sunt ortogonale (reteaua curbelor para-
metrice este ortogonald) daca si numai daci

(393) gi2 = 0.

Folosirea retelelor parametrice ortogonale simplifica multe consideratii si
evident, formule corespunzatoare.
Sa remarcam o proprietate importantd a primei forme fundamentale. O
forma patratica
F(x,y) = ana® + 2a10y + agy®

de doua variabile reale x si y se spune a fi pozitiv definita daca F' > 0
pentru orice (z,y) # (0,0). Este clar ca forma este pozitiv definitd daca si
numai daca ay; > 0 gi discriminantul ei

a=—-A= a11Q9292 — &%2 > 0.
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In cazul primei forme fundamentale, conform cu 3.88:
(3.94) g =77 = |FA|® >0,
71 fiind diferit de vectorul nul, conform conditiei de regularitate. Discrimi-

nantul formei este, tindnd cont de 3.89:

(3.95) 9= ‘ R 911922 — 91z = g11gaz(1 — cos®0),

g21 g22

sau g = 11992 sin® 0 = (||71]| |72 sin 0)?; de aici, deducem c#
(3.96) g= |7 x 7| > 0.
Am obtinut in acest fel:

Teorema 3.24 In punctele requlate ale unei suprafete, prima formé funda-
mentala este pozitiv definita.

Din punct de vedere geometric, aceasta inseamna ca nu exista nici o
directie reald (du', du?) tangentd suprafetei pentru care prima forma funda-
mentala sa se anuleze.

Ecuatia

gjkduj du® =0

definesgte, in fiecare punct al suprafetei, o pereche de directii (du', du?) imagi-
nar conjugate, numite directii izotrope; curbele tangente la aceste directii
formeaza reteaua izotropa a suprafetei. Curbele acestei retele sunt linii
(curbe) minimale ale suprafetei, deoarece lungimea unui segment arbitrar de
curba apartinand unei linii izotrope este zero (ds = 0).

Observatia 3.25 Unghiul a intre doud curbe (C) gi (C*) trasate pe (S), care
se intersecteaza intr-un punct requlat P, poate fi determinat si prin sinusul
Sau.

Pentru aceasta, plecam de la egalitatea
e = ([

T T

sin a) 1,

egalitate care, inmultita scalar cu 7, conduce la

(3.97) sina = |

—
Y n Y

*

=
=y
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sau inca,
(3.98) sina = (7,77, 1),

unde am notat cu 7 gi 7° versorii tangenti la (C) si (C*) respectiv.
Formula 3.97 ne arata ca, daca facem o schimbare de parametri cu jaco-
bian negativ, atunci semnul valorii lui sin @ se schimba, deoarece sensul lui

7i se schimba gi atunci se schimb4 si orientarea unghiului (7,7 ).
Avem, din 3.97 sau 3.98:

(79, Fem @) (P i, 1) (W2 — Rth2)de?

. ds - d*s ’
gemhehm Grs h*rh*s

unde ds si d*s noteaza elementele de arc ale curbelor (C') si respectiv, (C*).
Tinand cont de expresia versorului normal 3.71, scrisa sub forma 7 X 75 =
|71 x 7| 7 si de 3.96 scris sub forma

(3.99) (7,7, 1) =

171 % 73] = /g,
obtinem 7 X 75 = 1i,/g, relatie care, inmultita scalar cu 7i, conduce la
(3.100) (71,72, 1) = /9.

Cu 3.100, egalitatea 3.98 conduce la formula dorita:
(hlh*Q . h*lh2)\/§

\/gemhehm A / grsh*T h*S

Daca consideram cate o pereche de curbe infinit vecine din fiecare familie
de curbe coordonate

(3.101) sina =

C’l(ul), C’l(ul + Aul), 02(u2), éQ(U2 + AU2),
atunci aria Ao a patrulaterului curbiliniu de pe (S) ce se formeaza cu aceste

curbe, se poate aproxima cu ajutorul ariei paralelogramului construit pe vec-
torii tangenti ai acestor curbe, adicd, pe 71 Aul si HAU? (fig. 3.2);
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mai precis,
Ao = ||7y x 7| Aut Au?,

si atunci, tindnd cont de 3.96, putem da

Definitia 3.26 Aria A(X) a unei portiuni regulate (X) din suprafata (S)
este data de integrala dubla

(3.102) AX) = //\/Edulduz,

unde U este domeniul din planul parametric (u',u?) corespunzitor portiunii
de suprafata (X). Expresia

(3.103) do = \/gdu*du®
este numita elementul de arie al suprafetei (S).

Deoarece cu ajutorul primei forme fundamentale avem posibilitatea de a
masura lungimile, unghiurile si ariile pe o suprafata, spunem ca ea defineste
o ,metrica” pe suprafata (S). O metrica definitd printr-o forma diferentiala
patratica pozitiv definita este numita metrica riemanniana, geometria care
ii corespunde fiind numitd geometrie riemanniana, iar spatiile cu astfel
de metrici sunt numite spatii (sau varietati) Riemann. Din cele de mai
sus concludem ca suprafetele sunt spatii riemanniene bidimensionale.

In reprezentarea explicita (S) : z = z(x,y), alegand parametrizarea

u! = 2, u? = y, avem, in notatiile lui Monge p = —

—

=i+ k=1+pk, Fo=]+2k=]+qk,
de unde obtinem coeficientii primei forme fundamentale:
(3.104) gu=1+p", g2 =pq, gn=1+¢"

In reprezentarea impliciti F(z,y, z) = 0, cu substitutiile

F! F,

gasim ca

2 I nlj I\ 2
3.105 (B B (h
(3.105) g11 + » 12 (F)? 922 + .
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In final, specificam ca pentru coeficientii primei forme fundamentale se
mai folosesc si notatiile lui Gauss

g =L, gu=1F, gxn= G,

matematicianul gi astronomul german K.F. Gauss (1777-1855) fiind primul
care a dat formele fundamentale ale suprafetelor.
Exemplu. Si se scrie elementul de arie al paraboloidului z = 2% + 3.
In notatiile lui Monge, avem: p = Z, =21, q=2,=2ysi

g1 =1+p"=1+42% gio =pg=4day, g =1+¢=1+4y>

de unde rezulta, conform cu 3.103,

do = \/Mdl‘dy = /1 + 422 + 4y2dxdy

2

(deoarece u' = x, u* = y).

3.4 Tensori speciali pe o suprafata

3.4.1 Tensorul metric covariant si tensorul metric con-
travariant

Teorema 3.27 Coeficientii g, at primei forme fundamentale sunt compo-
nente de tensor covariant de ordinul doi, in raport cu grupul transformarilor
admisibile de coordonate.

Demonstratie. Fie doud reprezentari 7 = 7(u',u?) si ¥ = 7(a', u?) ale
unei suprafete, legate intre ele printr-o transformare admisibila 3.3 si g;x, gk,
coeficientii corespunzatori:

oL Lo . or
9ik =75 Tk, Gim =77 Tm, (Tmzaufmv m:172)'
Avem:
L <ﬁ8a1+46a2) (Hauljwc“)a?)
e o= 1T = (Tf— + 75— - (75 5 =
Ik 7ok Youw P ou Youk TP uk
__ ouoam
R ,
! oul Ouk
si deci,
oul ou™
(3.106) 9ik = 57 o I
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adica tocmai legea de transformare a componentelor unui tensor contravari-
i A,k
: : e y : u? Ou . y
ant de ordinul doi. MultiplicAnd aceasta egalitate cu 9 I obtinem lega-
us O
tura inversa:
ol our

(3.107) 9sp = Hos ogp I

adica legea de transformare 3.24, ceea ce trebuia demonstrat. m

Din acest fapt si din acela ca prima forma fundamentala introduce o
metricd pe suprafatd, g;x € 7y se numeste tensor metric covariant.

Din formulele 3.72 si din relatiile de mai sus se obtine urmatoarea teorema,
a carei demonstratie o lasam ca exercitiu.

Teorema 3.28 Discriminantii g st g ai formelor fundamentale din teorema
3.27 sunt legati prin formulele:

(3.108) g= D%, g§= D%,

unde D este jacobianul 3.4 al transformarii parametrice u* — u' gi D este
jacobianul transformarii inverse.

Fie a;; € Ty i b™ € T tensori de ordinul doi, pentru care determinantul
tuturor componentelor este diferit de zero, adica

det(a;;) # 0, det(b*) # 0.

Prin definitie, acesti doi tensori se numesc conjugati, daca

it a ) 0 dacai#l
(3.109) ai;b’ —@—{1 daci i = [

Tinand cont de definitia inmultirii matricelor, rezultd ci matricea (b/!) este
inversa matricei (a;;) si 3.109 poate fi scrisa sub forma:

(ai;) (V) =1,

unde [ este matricea unitate.
Cunoastem ca inversa matricei

g11 912
g21 g22

1 922 —g21
- , = det(g,;x) > 0).
(o2 ) =t > 0)

este
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De aici, conjugatul tensorului metric covariant g;; € 73 al unei suprafete
(S) este tensorul g™ cu componentele:

922 912 g11
(3110) gll = 222 gl2 — 921 — _?’ 922 — ?

Tensorul ¢'™ € 77 este numit tensorul metric contravariant al
suprafetei (5). Determinantul sdu corespunzitor este

(3111) g* _ 911922 _ <gl2>2 —

Pentru tensorii metrici g;; € 73 si g™ € 77, are loc egalitatea 3.109 si
astfel,
(3.112) 997" = ot

Tensorul cu componentele 52, simbolul lui Kronecker, este numit si o-
tensorul mixt. Acest tensor are aceleasi componente in orice sistem de
coordonate admisibil. Intr-adevir, fie a, notate componentele acestui tensor
in raport cu coordonatele %’. Avem, conform cu cele ardtate in §2,

. ou'ouw’ 5 — ou' Ou’
Y= o our” T our oui

Cu ajutorul coeficientilor primei forme fundamentale se poate introduce

pe (S) tensorul de componente

(3-113) enn =0, 0= \/57 €21 = —\/E, €92 = 0,

numit e-tensorul covariant de ordinul doi, care este antisimetric. In
raport cu un alt sistem de coordonate, e-tensorul covariant are componentele:

(3114) €11 = 0, €19 = \/5, E91 = —\/5, €990 = 0.
Demonstratia acestui fapt o lasam cititorului ca exercitiu.
In fine, tensorul

(3.115) e =¢,,g"g"* € 17

= 5.

este numit e-tensorul contravariant de ordinul doi al lui (5). Din 3.113,
obtinem:

(3.116) e’ =/g(g"¢” - g”¢"),

si de aici, componentele acestui tensor sunt:

1
3.117 e =0,e"=g-VgF=—, ' =—— ¥ =0.

Din aceastd ultima egalitate si 3.113 mai gasim (exercitiu) relatiile:

(3.118) eey; = 04, ey = —0}.
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3.4.2 Vectori in planul tangent al unei suprafete

Cunoastem ca planul tangent m,(P), intr-un punct regulat P al unei

or . d

7
suprafete (.5), este determinat de vectorii 7} = e si 7y = ——, derivatele
u

fiind evaluate in P. Lungimile acestor vectori, prin notatiile scalare 3.82, sunt
date de

(3.119) 1730l = V77 = Vo, 72l = Ve -7 = /g2

Un vector in planul tangent al unei suprafete este de asemenea cunoscut
sub numele de vector pe suprafatd. Un astfel de vector ¢ in planul 7, (P),
urmeaza ca este o combinatie liniara de 7 si 75, sa spunem,

(3.120) U=d7; =a'f +a’Fy (7L x 7 #0).

Dac# coordonatele u!, u? ale punctului P € (S) sunt mentinute fixe,
atunci vectorul 7 este unic determinat prin numerele a' si a®. Aceasta cores-
pondent4 intre perechea ordonatd de numere (a', a?) si vectorii ¥ pe (S) in P
este bijectiv. Dacd introducem acum noi coordonate @', #* pe (S) printr-o
transformare admisibila de coordonate, obtinem o noua reprezentare a lui
(S) 7= 7(u', u?) si reprezentarea corespunzitoare a lui ¥, si spunem:

or
oum’

Aplicand acest procedeu si folosind 3.74, obtinem:

Uv=a"Ty, under; =

(3.121) = @ = AT = I

Deoarece ultima egalitate are loc pentru orice vector de pe (.5), coeficientii
lui 77, din ambii membri trebuie sa fie egali si astfel,

oum
= —
oud

relatie care ne aratd ci perechile (a', a?) si (@', %) sunt componentele con-
travariante ale vectorului ¢’ de pe (.5).

Ne propunem sa dam o interpretare geometrica componentelor contravari-
ante ale vectorului ¢’ de pe (95).

In acest scop, sd notim cu R reperul {P, 7, 7 }.

=m

Teorema 3.29 Componentele contravariante (a',a?) ale unui vector v de
pe o suprafata (S), intr-un punct requlat P ale acesteia, abstractie facand
de semn si de multiplicarea cu \/g11 $i, respectiv, \/ga2, reprezinta lungimile
proiectiilor paralele ale lui U pe azele sistemului de coordonate R.
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Demonstratie. Afirmatia rezulta imediat din 3.119, 3.120 si figura ala-
turata,

%)
de unde deducem:
-~ _ 5D I DD 1= 22 i
U = PP+ PP,=am+a"rm =dr]j,
H 1_’
PP1 = anrn
_—% 2‘)
PP, = a®ry
si atunci,
5D 1= 1
HPP1 — +a||7)] = +al\/gn > 0
oD 2= 2
HPP2 — +a? R = +a*/gm > O,
ged m

Observatie: In cazul configuratiei din desenul nostru, semnele din fata
lui a! si a? sunt pozitive:

22 . 122
, a” = .
V911 V 922

In loc de a considera proiectiile paralele ale lui ¥ pe axele reperului R,
putem lua proiectiile ortogonale ale lui ¥ pe aceste axe.

CLl:

PL—O,A/\F«?“—j gl

Notand cu v; unghiul dintre 7 i 7, (j = 1,2), proiectiile ortogonale ale
lui ¥ pe axa 7; au lungimile date de

(3.122) HJ@> =L, = || 7 cosy, = Il cos; _ 750 j=1,2
. - - | — - ) A
’ ’ ! 1775l Vi
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unde atragem atentia ca nu insumam dupa j.
Sa consideram numaératorul din 3.122:

(3.123) a;=7;-7, (j=1,2).
Cantitatile care corespund la un nou sistem de coordonate 4!, @ pe (S) sunt:

tm =TT Sy = OO
" " oum

cu alte cuvinte, perechile de numere reale (a;, as) si (@1, az) sunt legate prin
legea 3.19. Din aceasta cauza, ele sunt numite componentele covariante
ale vectorului ¢’ de pe (S), in sistemul de coordonate v/, respectiv, @’/. Din
3.122, obtinem urmatoarea interpretare geometrica a acestor componente:

CL]‘,

Teorema 3.30 Componentele covariante (ay,as) ale unui vector U de pe o
suprafata (S), intr-un punct regulat P € (S), abstractie facand de semn gi de

multiplicarea cu
g1

pe azele 7’1 §i 7o (a1 = Li\/11, a2 = L2\/G22).

Legatura dintre componentele contravariante a’ si componentele covari-
ante a; ale unui vector ¥ de pe (S) este simpld, ea obtindndu-se din 3.120
introdus in 3.123:

§i respectiv, ——, sunt proiectiile ortogonale ale lui v
vV 922

‘_—>' —»_—)} k=
aj = 1;-0T=1;-a"T,
sl avem:
_ k
(3.124) aj = gjra”.

Invers, prin 3.112, avem:
(3.125) a' = ga;.

Relatiile 3.124, 3.125 si 3.115 ne arata ci g;x € 75 si ¢F € T servesc la
operatia de ridicare si coborare a indicilor tensorilor definiti pe (S) (analog
formulelor 3.50, 3.53, 3.54 din cazul tensorilor afini si euclidieni).

Daca sistemul de coordonate u!, u? al unei suprafete (S) intr-un punct
regulat (P) € () respecta conditiile

g1 =1, g12=0, g2 =1,

.. . A —
atunci sistemul de coordonate se spune a fi cartezian in (P) (|74 =
[ 772]| = 1, 71 - 7% = 0).

In acest caz, din 3.124 rezultd a; = giia' + gi2a® = a', as = gna' +
ga® = a?, fapt ce decurge si din aceea cad proiectiile paralele coincid cu
cele ortogonale. Din aceasta cauza, algebra vectoriala a vectorilor liberi nu
mentioneaza conceptul de covarianta si contravarianta si are, deci, loc
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Teorema 3.31 In cazul coordonatelor carteziene intr-un spatiu euclidian nu
exista nici o diferenta intre componentele contravariante si componentele co-
variante ale unui vector.

Specificim c&, daca ¢(u', ..., u™) reprezinta o functie de n variabile de clasa

p > 1 si daca notam a; = T atunci fata de un sistem de noi coordonate
u

u', avem:
do d¢ du™ dic du™ _
- = ———_  adicd a; = —a,,,
dut  du™ du’ Codut "
ceea ce inseamnd ca, in conformitate cu 3.80, vectorul normal N =
OF OF OF . . . .
gradF(——, ——,——) este si el un exemplu de vector covariant, in teoria
Jx’ Oy 0z
suprafetelor.

In fine, daci d si b sunt vectori pe (S) in punctul P, reprezentati in forma
i=d7;, b=0b"7,

atunci produsul lor scalar este
a- b= gjkajbk.

Prin coborérea si ridicare indicilor, obtinem:

9k’ 0" = girg”?a b = 5rab" = apb® = g*aby,
adica
(3.126) a-b= gjkajbk = apb® = gjkajbk.

Urmeaza ca lungimea unui vector este

(3.127) |d|| = Va-d=/gjxa/a* = \/aak = \/g*a;ay,

iar unghiul « dintre @ si b este dat de

gika’ b a;b g% aby

3.128) cosa = = = i
( ) \/gisaia's \/gqupbq \/akak\/brbr \/gisaias \/gqupbq
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3.5 A doua forma fundamentala. Sectiuni
normale

Prima formi fundamentals ds? nu ne di informatii asupra configuratiei
suprafetei in vecinatatea unui punct regulat. Spre exemplu, considerand
suprafetele

Fut,u?) = uli +4?]  (planul zOy)

si

Flu',u?) = cosu'i +sinu'j + vk,

(cilindrul circular drept, de razd 1, cu generatoarele paralele cu Oz), ob-
servam ca, desi ele sunt distincte, prima lor forma fundamentala este aceeasi,
si anume,

ds® = (du')® + (du®)*.

Din acest motiv, s-a introdus cea de-a doua forma fundamentala, care,
prin legatura sa cu prima forma, ne da informatii asupra curbelor ce trec
printr-un punct P € (S) (forma locald a suprafetei (S) o cunoastem cu atét
mai bine, cu cat cunoagtem pe () mai multe curbe ce trec prin P). Dintre
aceste curbe, cele mai importante sunt sectiunile normale.

3.5.1 A doua forma fundamentala a unei suprafete

Fie (S) o suprafatd de clasd p > 2, dati in reprezentarea 7 = 7(u', u?),
(C) o curbi trasata pe (5), de clasd p* > 2, datd prin

cu s - lungimea de arc drept parametru gi P € (C') C (S), un punct regulat,
in care curbura curbei (C), notata cu k(s), este diferitd de zero.

In aceste conditii, in punctul P, privit ca punct al lui (S), putem atasa
vectorii liniar independenti 7, 75 si 7, iar daca il privim pe P ca punct al lui
(C), ii putem atasa reperul Frenet (§2.4), cu vectorii 7(s), 7(s), 5(s) (legati
prin formulele Frenet), curba (C) C (5) fiind daté prin ecuatia sa vectoriala:

(3.129) 7= (u'(s),u*(s)).
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fig. 3.3

Deoarece tangenta in P la (C') apartine planului tangent in P la (S5),
rezultd c& planul normal in P la (C)) contine normala in P la (S). In general,
versorul normal principal 7 al lui (C') face cu versorul normal 7 al lui (S) un
unghi v diferit de zero, unghi care variaza de-a lungul lui (C) si depinde atat
de curba (C), cat si de suprafata (5) (fig. 3.3).

Tinadnd cont ca v gi 77 sunt unitari, avem:

(3.130) cosy =U-1,
sau
(3.131) CC}Z” =77

daca, in 3.130 tinem seama de prima formula a lui Frenet 2.38, scrisa in forma

vV = —7", cantitatea — = R fiind raza de curburd a lui (C) in P.

1\//I{embrul doi al re,fagiei 3.130, cat si interpretarea geometrica a legaturii
cu membrul intai, vor fi de importanta deosebita in cele ce urmeaza.

Derivand ecuatia 3.129 a lui (C') in raport cu s, notand derivatele partiale
prin indici si utilizdnd conventia de sumare, avem:

(3.132) Pl= 'F}(uj)’, Pl = ij<uj)l(uk)/ + ﬁ(ujy/’

iar daca tinem cont ca 7 si cu 7; (j = 1,2) sunt perpendiculari, atunci
membrul doi al relatiei 3.131 devine, prin a doua egalitate 3.132, de forma

(3.133) i =0 T (u?) (uFY
expresie care, in diferentiale, se scrie sub forma:

(3.134) it - d*F = 71 - Fjpdu! du®.
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Introducem notatiile:
(3.135) bjr = 1 Tk,
adica:
biy =771, bia =1 "Ti2, bay =1 "Th,
Definitia 3.32 Forma patratica diferentiala
(3.136) bipdu’ du® = 7i - d*F,

adica,
i - d*7 = byy (du')? 4 2b19dut du® 4 by (du?)?,

poarta numele de forma a doua fundamentala a unei suprafete.
Discriminantul ei este:

(3.137) b= biiboy — (b12)*
Deoarece din 3.71 si 3.96 avem pentru versorul normal la (S) expresia

F1XF2
VO

rezulta din 3.135, pentru coeficientii bj ai celei de-a doua forme fundamen-
tale, formulele de calcul:

(3.138) 7=

(Fla F27 fjk‘)

(3.139) bix = 7

Observatia 3.33 Deoarece 7i - 7; = 0, obtinem prin derivare in raport cu uF

relatia 7t - 7, 4+ 7y - 7; = 0, care, prin 8.135, conduce la formulele echivalente:
(3.140) bjr. = —Tig - 75,
gt avem atunci, pentru a doua forma fundamentala, definitia echivalenta
(3.141) bipdu’ du® = —dii - dr.

Amintim ca prima forma fundamentala este data de

(3.142) gixdw? du® = dF - di = ds®.
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Cu ajutorul relatiei 3.133 si a definitiilor lui b;; 3.135, formula 3.131
devine:

(3.143) = bjk(u) (u")

derivatele fiind calculate in raport cu lungimea de arc s pe curba (C), drept
parametru.
Dacéd t este un parametru oarecare al curbei (C'), atunci, tindnd cont de

odu dt

7y = — . =
T
relatia 3.143 devine:

cosy  bpuwlut  bjadit bipdul du®

(3.144)

R 52 Gmia™ g duldu™’

care ne arata legatura dintre prima forma fundamentala si cea de-
a doua forma fundamentala ale unei suprafete si va fi de baza in
consideratiile ce urmeaza.

Facem urmatoarele observatii:

1. Legitura dintre coeficientii b;; si b;x ai formei a doua fundamentale a lui
(S) date in reprezentarile 7(u', u?) si, respectiv, 7(u!, u?), reprezentari
legate printr-o transformare admisibila de coordonate, este data de
formulele (exercitiu):

oul ou™ -

bjk = %Wblvm (jvk = 1>2)7
- ol ouF
blm = iw%bjk7 (l,m = 1, 2),

unde semnul ,+” corespunde la o transformare admisibila cu jacobianul
D > 0 (care pastreaza sensul lui 77), iar semnul ,—” corespunde la o
transformare admisibild cu jacobianul D < 0 (care inverseaza sensul
lui 7). Determinantii b si b corespunzitori sunt legati prin formulele
(exercitiu):

b= D%, b= D%, (DD=1).

2. Daca notam cu N, 1, ®;, ®,, respectiv, vectorul normal, versorul nor-
mal, prima forma fundamentald, a doua forma fundamentala atasate



3.5. A DOUA FORMA FUNDAMENTALA. SECTIUNI NORMALE 179

suprafetei (9) in reprezentarea r(u', u?) si cu N, 7, Cil, CiDQ aceleasi can-
titdti, dar atagate suprafetei (S) in reprezentarea 7(u', u?), atunci, din
3.139, 3.138 si observatia de mai sus, obtinem:

N =ND,, & =&, il = +i, Oy =+,

Ne exprimam spunand ca N este un invariant relativ, iar 7, 1, &,
sunt invarianti absoluti ai transformarilor de coordonate curbilinii,
ultimii doi fiind conditionati de D > 0.

Daca facem o transformare de coordonate carteziene ortogonale, suprafata
in R? fiind raportati la un sistem cartezian ortogonal cu originea in O, atunci,
notand cu O noua origine, vectorul de pozitie 0—15 = 7" al unui punct P € (.5)
va deveni: N

rF=7+00,
— —
unde 7™ = O'P, vectorul OO’ fiind constant. Avem, evident,
ortay optarx
(3.145) B aE) . Aol Vp,q € N,
de unde concluzionam ca: vectorul normal si cele doua forme funda-
mentale sunt invarianti absoluti ai transformarilor de coordonate
carteziene ortogonale.
Specificam folosirea in unele tratate a notatiilor lui Gauss:

b11:L7 b12:M7 b22:N7

notatii pe care noi nu le folosim pe motivul conventiei de sumare.

3.5.2 Sectiuni normale intr-o suprafata

Deoarece forma geometrica a unei suprafete in vecinatatea unuia din
punctele sale va fi cunoscuta prin curbe care trec prin punct, ne vom intoarce
la formula 3.144, pe care o vom interpreta geometric.

Un punct regulat P € (5) fiind fixat, urmeaza ca g;i, si bj; au valori fixe.

Curbura 7= k a unei curbe ce trece prin P, dupa cum ne arata 3.144,

depinde numai de directia tangentei in P € (C') C (S), adicd, de (du', du?)
2

sau (1, d_u1) si de unghiul v dintre versorul normal principal 7 in P la (C) si
u

versorul normal 77 in P la (5). Daca planul osculator in P la (C') este fixat
(deci, directia tangenta la (C') si U sunt fixate), si el nu coincide cu planul
tangent in P la (.S), avem cosy # 0 si, cum 7 este fixat, putem enunta:
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Teorema 3.34 Fie (S) o suprafata de clasa p > 2 i P un punct fixat al lui
(S). Toate curbele de clasa p* > 2 pe (S) care trec prin P gi au in P acelasi
plan osculator, au de asemenea aceeasi curbura in punctul P.

Nultimea curbelor din teorema de mai sus contine o curba plana si anume,
curba de intersectie dintre (S) si planul osculator in P la (C). In consecints,
putem restrange consideratiile asupra curburii acestor curbe la curbura unei
curbe plane care trece prin P.

Putem trage si alte concluzii din 3.144. In acest scop, considerdm toate
curbele de pe (S) ce trec prin P gi au in P aceeasi dreapta tangenta.
Presupunand c& aceastd dreaptd tangenta este fixatd (ceea ce inseamnd ca,
directia sa este cunoscutd, fixa), atunci membrul al doilea din 3.144 are o
valoare fixa. Notam aceasta valoare cu k,, adica

bjrdu? du®

3.146 —_— = K.
( ) Jemdudu™ &

Definitia 3.35 Numarul ,, dat de 3.146 poarta numele de curbura nor-
mala a suprafetei (S) in punctul P.

Denumirea de curbura normala rezulta din faptul ca, daca substituim
3.146 in 3.144, avem:

(3.147) K COSY = Kp,

relatie care ne arata ca, daca v = 0, atunci kK = k,,, iar daca v = 7, avem
K = —Ky, cu alte cuvinte, |k,| este curbura curbei de intersectie dintre (.S)
gi un plan trecand prin dreapta tangentd si dreapta normald la (S) in P
(pentru o astfel de curba, 7 = e/, ¢ = £1, in consecintd, acest plan este
planul osculator).

Definitia 3.36 Curba de intersectie (C,) dintre suprafata (S) si planul ce
trece printr-un punct requlat P € (S), determinat de:

- o directlie tangenta T (fizatd) pentru o familie de curbe (C') de pe (S) ce
trec prin P, si

- directia normala 7 la (S) in P,

poartd numele de sectiune normald a lui (S) asociata familiei (C).

Din cele de mai sus rezultd: modulul curburii normale x, este cur-
bura sectiunii normale a lui (S5) corespunzitoare unei directii tan-
gente fixate.
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Semnul lui k, este egal cu semnul lui cosy (deoarece k, fiind curbura
unei curbe din spatiu, este pozitivd) prin urmare, x, depinde de orientarea
lui ().

De asemenea, din 3.147 deducem ca: dintre toate curbele care trec printr-
un punct P € (S) si au aceeagi dreaptd tangentd, sectiunea normald are
curbura (in modul) cea mai mica.

Evident, la diverse directii tangente in P corespund diverse valori ale lui
Kn. Punctul regulat P € (5) fiind presupus fix, daca rotim planul sectiunii
normale (C),) in jurul normalei in P la (S), dreapta tangenta in P la (C,,) se

roteste in jurul lui P, rimanand in planul tangent in P la (.5), deci, raportul

du?
— variaz n
Tl de care depinde directia tangenta, variaza, curbura normala k, fiind
u
2

astfel functie continua de e
u
Putem studia variatia curburii normale r, in punctul P € (S), rotind

planul sectiunii normale (C,) in jurul normalei in P la (S5), adicd, ficand
2

ut ) -~

raportul — si varieze. Ne vom da, astfel, seama de forma geometrica

locald a lui (S9) in vecindtatea lui P, cautand drepte tangente prin P, pentru
care curbura normala corespunzatoare are diverse valori.

Sa remarcam un rezultat important care decurge din 3.147. In acest scop,

presupunem k, # 0 si notdm — = R,,, |R,| fiind raza de curbura a sectiunii

K

n
normale corespunzatoare.

1
Cum — = R, putem rescrie 3.147 sub forma:
K

(3.148) R = R, cos",

rezultat cunoscut sub numele de teorema lui Meusnier. Presupunind ca
parametrizarea lui (C) este cea naturald 7 = 7{(s), expresia vectorului de

pozitie al centrului de curbura @ al lui (C'), conform cu 2.63, este O—Cﬁ =
7 (s) + R(s) 7 (s), adica

— —
PQ =0Q — 7 (s) = R(s)V(s) = R, cosyv
aga incat teorema lui Meusnier poate fi formulata dupa cum urmeaza:

Teorema 3.37 Centrele de curbura @) ale tuturor curbelor de pe o suprafata
(S) care trec printr-un punct P € (S), avdand in P aceeagi directie tangenta,

| Rn|

)

§t a caror curbura normala e diferita de zero, apartin unui cerc de raza

situat in planul normal comun tuturor curbelor si care are contact de ordin
cel putin unu cu (S) in P (fig. 3.4).
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IV
\/ .
fig. 3.4

Prin teorema de mai sus, avem inca o data accentuata importanta secti-
unilor normale ale unei suprafete.

3.5.3 Directii asimptotice. Clasificarea punctelor unei
suprafe te. Directii principale. Curburi princi-
pale. Curbura totala si curbura medie a unei
suprafete

In continuare, studiem curbele trasate pe o suprafata pentru care cur-
bura normald se anuleazd, respectiv, ia valori extreme (minima si maxima).

Definitia 3.38 Directiile tangente ce trec printr-un punct P al unei
suprafete (S) de clasa p > 2, pentru care curbura normald este zero, se
numesc directii asimptotice ale lui (S) in P.

Excluzand cazul in care toti coeficientii b, ai formei a doua fundamentale
sunt zero in P (caz in care &, este identic 0 in P), rezulta din 3.146 c&
directiile asimptotice (du', du?) sunt date de anularea in P a celei de-a doua
forme fundamentale, adica, de

(3.149) bpdu’ du® = 0,
pe larg,
bui(dut)? + 2byadu du? + byo(du?)? = 0,
sau inca,
(3.150) bosm? + 2bjom + b1y = 0,
u2
in care am notat — = m.

ul
Deoarece ecuatia 3.150 este de gradul 2, rezulta ca printr-un punct P trec

cel mult doua directii asimptotice.

Acestea pot fi reale si distincte, reale confundate sau complexe conju-
gate, dupd cum realizantul ecuatiei 3.150: (b12)? — by1bey este pozitiv, nul
sau negativ, adica, dupa cum discriminantul 3.137 al celei de-a doua forme
fundamentale, b = by1byy — (b12)? este negativ, nul, respectiv, mai mare ca 0.

Are sens, atunci:
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Definitia 3.39 Un punct al unei suprafete se numeste:

1. punct hiperbolic, daca prin el trec doua directii asimptotice reale dis-
tincte (b <0);

2. punct parabolic, daca prin el trec doua directii asimptotice reale con-

fundate (b=10);

3. punct eliptic, daca directiile asimptotice care trec prin el sunt, com-
plexe conjugate (b > 0).

Sa analizam cazul in care toti coeficientii b, sunt zero in P (deci, &,
este identic nul in acest punct). Daca P este un punct al unei suprafete (.5)
date in reprezentarea z = z(x,y), pentru care b;; sunt toti nuli, scriind (5)
in forma 7(ut,u?) = u'i + u2] + z(ut,u2)k, va trebui s& avem prin 3.139
indeplinite simultan conditiile:

"o "o "o __
Zow =0, 23, =0, 2, =0,

ce reprezinta un sistem de ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi, care
integrat conduce la solutia:

z=Ax+ By + C,

adica, un plan.
Reciproc, avind un plan z = Ax + By + C, prin 3.139 avem coeficientii
b;i toti nuli si atunci, are sens

Definitia 3.40 Daca oricare ar fi directia (du',du?®) in P € (S), curbura in
P a oricarei sectiuni normale prin P este zero, atunct punctul P se numeste
punct planar al suprafetei (S).

Observatie. Se poate intampla ca intr-un punct P € (.5), sd avem
aceeasi curburd normald (nu neapdrat nuld) pentru toate directiile.

Definitia 3.41 Daca oricare ar fi directia (du',du?®) in P € (S), curbura
in P a oricarer sectiuni normale prin P este aceeasi, atunci punctul P se
numeste punct ombilical sau punct sa al suprafetei (S).

Este evident ca un punct este ombilical daca si numai daca coeficientii
bji ai celei de-a doua forme fundamentale sunt, respectiv, proportionali cu
coeficientii g;;, ai primei forme, adica

bjk = k(u17u2>gjk> (J = 172)7
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dupa cum rezults din 3.146. Atunci, b = kg si, cum g > 0, rezultd b > 0,
astfel c&, un punct ombilical este fie un punct eliptic (in cazul k # 0), fie, in
cazul in care k = 0, atunci, b = 0, si punctul P este planar.

Exemple:
2y
1. Paraboloidul eliptic: z = — + 72 Consideram parametrizarea xr =
ub)? u2)? B . 92
ul, y = u?, 2 = (a2) + (1)2) , de unde, 7"1(1,0,?), 7'2(0,1,b—2),
. 2, L 2, .
711(0,0, —2), 12 = 0, 722(0, 0, _2) $1
a b
2u! 2u!
1o = 1o =
1 202 2 1 202
e — u = — f— = — =
b11—\/§ 0 1 g az\/g,bu 0, bao NG 01 g B
00 = 0 0 E
obtinem astfel,
4

b = by1byg — b%2 = > 0,

a’b%g
adica, toate punctele paraboloidului eliptic sunt eliptice.

2 2

2. Paraboloidul hiperbolic: z = x_2 — ‘Z—Q Considerand parametrizarea
a
1)2 212
r=ut,y=1u% 2= @ - <l;2> , obtinem:
a
2 —2
b = — bi2 =0, by = 5—

Vi 7o

sib=— < 0, adica, toate punctele paraboloidului hiperbolic sunt

ab?g
hiperbolice.

3. Cilindrul circular drept (de raza a, cu generatoarele paralele cu Oz):
22 +y? = a?, sau, 7(acosul, asinu',u?), a > 0, este format numai din
2
. —a .o
puncte parabolice, deoarece avem: b;; = ——, bis = 0, byy = 0, adica,

V9
b - bllbgg - 6%2 - 0

2
. U
In fine, intorcAndu-ne la 3.146 si notdnd — = m, obtinem exprimarea

dut
curburii normale ca functie continud de directia tangentd m in P € (5), sub
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forma:

b+ 201m + baam?
g11 + 2g1am + goam?’

(3.151) Kn(m)

Presupunand cd P € (S) nu este ombilical (in particular, nici punct
planar), are sens sa ciutam directiile tangente m ce trec prin P si care
realizeazad extremul functiei 3.151, k,, = Kk, (m).

Definitia 3.42 Directiile tangente ce trec printr-un punct requlat P al unei
suprafete (S) de clasa p > 3, pentru care curbura normala corespunzatoare
are valori extreme, se numesc directit principale ale lui (S) in P.

Pentru a gasi directiile principale, derivam in raport cu m functia 3.151
si, egaland rezultatul derivarii cu 0, obtinem ecuatia

bia + baamn byg + 2b19m + boym?

(3.152) - N
Gi2 + ga2am g1 + 2g12m + gaam

ecuatie ce este echivalenta cu

blg -+ b22m . b11 -+ b12m
G12 + goam  gu1 + gram’

(3.153)

sau cu ecuatia

(3.154) (912022 — 922512)m2 + (g11b22 — g22b11)m + g11b12 — gr2b11 = 0;

altfel spus,

m? —m 1
(3.155) g Gz 922 | =0,
bin b2 by

fapt ce se poate constata printr-un calcul direct.

Deoarece ecuatia 3.154 (echivalent, 3.155) este o ecuatie de grad doi in
m, ajungem la concluzia ca printr-un punct al unei suprafete trec cel
mult doua directii principale.

Mai mult, aceste doua directii principale sunt reale distincte,
deoarece are loc:

Teorema 3.43 Fcuatia 3.154 are radacini reale distincte.
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Demonstratie. Nu restrangem generalitatea daca presupunem curbele
coordonate u' = const., u?> = const. ale suprafetei (S), ortogonale, avand
in vedere invarianta curburii normale fata de transformari de coordonate
carteziene ortogonale si fata de transformari de coordonate curbilinii, fapt ce
rezultd din 3.146 si din observatia (2) din finalul paragrafului precedent.

In acest caz, avem ¢i5 = 0 si ecuatia directiilor principale devine:

(3.156) Gaabiom? + (g22b11 — g11b22)m — g11b12 = 0,

cu realizantul
(g22b11 — 911522)2 + 49119221?%2 > 0,

deoarece, prin 3.83, avem g = g11g22 > 0. =

Noténd cu my, my rddécinile (reale si distincte) ale ecuatiei 3.154, avem,
prin inlocuirea lor in formula curburii normale 3.151, valorile extreme ale
curburii normale, sa spunem,

(3.157) Kn(mi) = K1,  Kp(ma) = Ka.

Definitia 3.44 Valorile extreme ki,ks ale curburii normale k,, date de
3.157, poarta numele de curburi principale ale lui (S) in P, iar inversele
lor se numesc raze de curbura principale. Sectiunile normale, avind
drept directii, directiile principale my si ms, se numesc sectiuni principale

ale lui (S) in P.

Conform definitiei de mai sus, avem pentru curburile principale 3.157,
relatiile:

bi1 + 2biam; + beom? _ bia+bam; by + biamy
G114 2g12m; + goom? iz + Gaamy g1 + Gramy

(3.158) i=1,2,

’

ultimele doua egalitati obtindndu-se din 3.152 si, respectiv, 3.153.

Ne propunem sa gasim ecuatia de gradul doi a curburilor principale
k1 sl ke. In acest scop, scriem egalittile pe care le indeplinesc k1 si kg sub
formele convenabile:

_ big + baomy; o — bi1 + by
g1z +g2mi g+ grami’

%

care sunt echivalente cu relatiile:

(gazki — baz)my + giok; — b1z = 0,
(g12k; — bi)m; + gk, — bin =
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Elimindnd m,; din ultimele doua relatii, obtinem pentru curburile princi-
pale k;, i = 1,2, ecuatia de gradul al doilea

(3 159) g2k — baa  grak — bya —0
' gi2k — bia g1k — by ’

care, prin ordonare, se poate scrie sub forma:
(3160) gli2 — (gnbgg — 2912b12 + gggbn)fi —+ b=0.

Definitia 3.45 Numim curburd totald (curbura lui Gauss) si, respec-
tiv, curbura medie ale suprafetei (S) de clasa p > 3, intr-un punct requlat
P € (S), numerele notate cu K i respectiv, H, date de

1
(3161) K= KR1Kkg, H = 5(/@1 + KUQ),
unde Ky §i ke noteaza curburile principale ale lui (S) in P.

Din definitia de mai sus si ecuatia de gradul doi a curburilor principale
3.160, deducem pentru curburile totala si medie, respectiv, formulele de cal-
cul:

(3.162) K = é H = G11b22 — 2912012 + 922511.

Y

g 29

Observatia 3.46 Din prima formula 3.162, definitia 3.39 si din faptul ca
g > 0, rezulta ca in punctele eliptice, parabolice i hiperbolice, curbura totala
K este pozitiva, zero gi respectiv, negativa.

O suprafata cu curbura medie H constant nula se numeste suprafata
minimala.

Exemplu. Sa se calculeze curburile principale, curbura medie si curbura
totald intr-un punct curent al elicoidului x = u! cosu?, y = u! sinu?, z = hu?.

Printr-un calcul direct, obtinem : g11 = 1, g12 = 0, goo = (u')* + h?,

bi1 =0, bjg = ——————, byy = 0. Inlocuind in ecuatia 3.159, obtinem:
V(ul)? + h?
h
()2 + W2k ———
(uh)24+h2 | _ 0
h - Y
K

(ul)Z + h?2
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de unde rezulta curburile principale

h
SR —
2T e e
1
Curbura medie este H = 5(51 + kg) = 0 (de unde concluziondm ca eli-

. . . b
coidul este o suprafatd minimald), iar curbura totald, K = k1 - kg = — =

h2
_[(u1)2 + h2)?
Pentru curbura totald K avem teorema remarcabila (de aur), sau
egregium, datorata lui Gauss:

< 0, adica, elicoidul este format numai din puncte hiperbolice.

Teorema 3.47 Curbura lui Gauss, K, a unei suprafete (S) de clasa p > 3,
nu depinde de forma a doua fundamentala, ci numai de coeficientii gj; ai
primet forme fundamentale si de derivatele de ordinul intdi i al doilea ale
acestor coeficienti. Mai precis, avem:

gu1 G912 Pi3 dgin g1z Qa3
(3.163) K = - 921 G2 Paz | — | g g2 a3 )
Bs1 Bsa DBas az; azy 0
unde
(3.164)
1 8g11 o 1 8g22 . 1 6922 . 1 8911

13 = 5@; Qg3 = 5%7 523 - 53_%2’ 531 _2§W’ ,
3 23912_a Bay = 912_a 3 :_15911+ 012 _18922
B ou? 250 7827 gyl 19 733 20(u?)?2  oulou?  20(ul)?

Demonstratie. Tin4dnd cont de 3.137 si 3.139 in expresia curburii totale
3.161, obtinem pentru aceasta formula:
K = — = —[(71,7%,711) (71, T2, Ta2) — (71, T2, T12)] "
g 9
Efectudnd inmultirile intre determinantii ce apar prin produsele mixte si
intrebuintand notatiile 3.82, avem:

(3.165)
1 g11 912 7i1 : 7?2 g11 912 7j1 '7j12
=3 921 922 T - T22 - 921 922 T2 T12
g Tl 71 T T Tinc Tay — Ti2 - The Tlg =T Tig T 0

unde am tinut cont, in plus, de dezvoltarea ultimilor doi determinanti dupa
elementele celei de-a treia linii.
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Luand acum derivatele partiale ale lui 3.82 in raport cu v, gasim:

agjk__, S S S
—A—T‘ji'Tk—FTj'Tki.

(3.166) o

In particular, pentru k = j, obtinem:

10g; _ .

2 ui T
care ne determina elementele a3, aas, 843, 51 din enuntul teoremei sub forma
3.164, iar cu 3.166, elementele 5,5 si 33,.

Derivand acum 3.166, scrisé pentru j = 1, k = 2, ¢ = 1, in raport cu u?,
avem:

(3.167)

82912 S 5 S I L.
EEIE] =Tz T2 +7T11 T2 +T12° T2 + 71 T122.
In mod analog, din 3.167, obtinem formulele:
1 52911 S S S o
5 (0u?)? = Ti2°T12+ 71" T122,
1 6)2922 S S S S
§(au1)2 = T2 T2+ T12 " T2,

formule care, scdzute din precedenta, conduc la 55 din 3.163 (echivalent:
3.165). =

3.5.4 Linii asimptotice si linii de curbura. Teorema lui
Euler. Indicatoarea lui Dupin

< . 9 o du?
Am vazut mai sus ca ecuatia in R
du
(3.168) by (du)? + 2bygdul du® 4 by (du®)* = 0,

determin in punctul P(u!,u?) al suprafetei (S) de clasd p > 2, doud directii
tangente, anume, directiile asimptotice, cu proprietatea ca sectiunile normale
in P, prin aceste directii tangente, au curbura in P zero.

Directiile asimptotice sunt reale distincte daca P este punct hiperbolic
(b < 0), reale confundate dacid P este punct parabolic (b = 0), si complexe
conjugate daca P este eliptic (b > 0).

Definitia 3.48 O curba de pe (S) cu proprietatea ca directia tangenta este
directie asimptotica in fiecare din punctele sale, se numeste curba asimp-
totica sau linie asimptotica a lui (5).
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Din aceasta definitie rezulta ca liniile asimptotice sunt date de solutiile
2

U
ecuatiei diferentiale 3.168. Rezolvand-o in raport cu Tl obtinem doua
U

ecuatii diferentiale de ordinul intai:

du? du?
o1 :¢1(u1,u2), 71 :¢2<u17u2)7

3.169
(3.169) T

fiecare din aceste ecuatii determinind, prin integrare, o familie de linii
asimptotice ale suprafetei:

(3.170) hy(u',u?,C) =0,  hy(ut,u? Cy) =0,

Agadar, totalitatea liniilor asimptotice ale unei suprafete (S) de clasd p >
2, linii definite de ecuatia diferentiala 3.168, este formata din doua familii,
printr-un punct regulat P € (.S) trecand doud linii asimptotice, cate una din
fiecare familie, tangente in P directiilor asimptotice. Daca P este hiperbolic,
liniile asimptotice prin P sunt reale si cu drepte tangente distincte in P;
daca P este parabolic, liniile asimptotice sunt reale, avind aceeasi dreapta
tangenta in P, iar daca P este eliptic, liniile asimptotice sunt imaginare.

Pe o portiune a lui (S) formatd numai din puncte hiperbolice, curbele
asimptotice formeaza o retea si ele pot fi folosite drept curbe coordonate.
Atunci, 3.168 trebuie si fie satisficuta pentru du' = 0 si du? = 0, si reciproc,
fapt ce ne permite a formula

Teorema 3.49 Curbele coordonate u' = const. si u> = const. ale unei
reprezentari admisibile 7(u', u?) de clasd p > 2 sunt curbe asimptotice daca
§t numai dacad

(3171) bn == 0, b22 - 0

Din 3.130, 3.131, 3.144 si 3.168, obtinem pentru liniile asimptotice relatia:
(3.172) r" - n=rv-n=0.

Ultima egalitate este mdephmta pentru orice curbd 7 = 7(s) care are

7" =0, adicil, 7 = sa + b (d s b - vectori constanti), cu alte cuvinte, pentru
o linie dreapta. Prin urmare, putem formula

Teorema 3.50 Orice linie dreaptd a unei suprafete (S) de clasa p > 2 este
o curba asimptotica a lui (S).
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. . a2

Exemple. 1. Pentru hiperboloidul cu o panza — + = — 2 1 =
0, generatoarele rectilinii sunt curbe asimptotice. Mai mult, deoarece prin
fiecare punct al suprafetei trec exact doua generatoare rectilinii, acestea sunt
singurele curbe asimptotice ale hiperboloidului.

2. In cazul cilindrului circular 22 +1? = a2, am ar#itat in paragraful prece-
dent ca toate punctele sale sunt parabolice, prin urmare, prin fiecare punct
trece exact céate o directie asimptotica. Deducem de aici ca singurele linii
asimptotice ale cilindrului sunt generatoarele sale rectilinii (prin fiecare punct
al acestuia trece exact cate o generatoare). Acest lucru se poate demonstra

si utilizand 3.168-3.169, anume: cu parametrizarea © = acosu', y = asinu!,
2
—a

2 = u?, avem: byy = ——, bia = 0, byy = 0. Directiile asimptotice sunt date

V9

2
—a L.
(du')? = 0, care conduce la du! = 0, adicd, u'

de ecuatia — =constant,

ceea ce reprezinta tocmai generatoarele rectilinii ale cilindrului.

De asemenea, 3.172 ne arata ca, curbele care indeplinesc 3.168 au propri-
etatea ca vectorul normal principal 7 este ortogonal cu vectorul 77 al suprafetei
si deci:

Teorema 3.51 In fiecare punct P al unei curbe asimptotice (C), de pe o
suprafata (S) de clasap > 2, (C) avdand in P curbura k # 0, planul osculator
al lui (C) coincide cu planul tangent la (S) in P.

Trecem acum la definirea liniilor de curbura si evidentierea unor propri-
etati importante ale acestora.
2
U

dut)

Am vazut ca ecuatia 3.154 a curburilor principale (in , pe care o

scriem acum sub forma

(3.173) (g12b22 — Gaabra) (du®)? + (gr1bag — Gogbi1)dudu’ +
+(g11b12 — g12b11)(du')® = 0,

determina in punctul P al unei suprafete, care nu este punct ombilical, doua
directii tangente, numite directiile principale. Acestora le corespund cur-
burile principale, anume, valorile extreme ale curburii normale. Aceste
doud directii principale sunt reale, distincte (teorema 3.43).

Definitia 3.52 O curba de pe (S) cu proprietatea ca directia sa tangenta
este directie principala in fiecare din punctele sale se numeste linie de cur-
burd a lui (S).
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Din aceasta definitie rezulta ca liniile de curbura sunt solutii ale ecuatiei
diferentiale 3.173, care este echivalenta cu ecuatia:

(du®)?  —dutdu?® (du')?
(3-174) g1 912 922 =0,
b1 b12 baa

2
Ecuatia 3.174, rezolvata in raport cu e conduce la doua ecuatii diferentiale
u

de ordinul intai, distincte:
du? du?

% :%(Ulﬂﬁ), 71 _wQ(ulauQ)a

3.175 =
( ) dul

care integrate determina doua familii reale si distincte, si anume, liniile de
curbura ale suprafetei:

(3.176) q(ut,u?,C) =0, gu',u? Cy) =0.

Exemplu: Pentru elicoidul z = u!cosu?, y = ulsinu?, 2 = hu? (cu:
g1 = 1, g12 = 0, goo = (U1)2 + h2> by = 0, bp = m, bay = 0),
liniile de curbura sunt date de:

(du?)?  —du'du? (dut)?
1 0 (u')? + h?
—h = 07
0 .
(u)? 4 h?
du? 1
sau: [(u!)? + h?)(du?)* = (du')?, echivalent, — = +————. Prin

dul (ul)Q + h2

integrare, obtinem:
u? = +In ‘ul + v/ (u)? + hQ‘ +c.
Mai mult, avem:

Teorema 3.53 FEzxceptind punctele ombilicale, liniile de curbura ale unei
suprafete formeaza o retea ortogonala.

Demonstratie. Fie P € (S) un punct regulat, care nu este ombilical gi
(C), (C*), cele doua linii de curburd corespunzatoare lui P, de ecuatii:

(C) -l = hi(t), (C*):ui=h"(t), (i=1,2).
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Atunci, directiile tangente in P la (C') si (C*) sunt date, respectiv, de

du2 B h2 d_uQ_ h*Q

@l T a e

si, cum ele sunt directii principale, avem prin 3.175, egalitatile:
}'l2
ht’

h*2
- h*l ’

(3.177) (e Yy

unde 1, si ¥, sunt solutiile ecuatiei 3.173, indeplinind relatiile:

_911522 — g22bn1
g12b22 — 922512’

_ gubia = g12bun

3.178 + 1y = - '
( ) Py + 1y G12b22 — g22b12

U1y

193

Pe de alta parte, din 3.91, curbele (C') si (C*) de pe (S) sunt ortogonale

daca si numai daca

(3179) gllhlh*l +gl2<h1h*2 +h2h*1) +g22h2h*2 _ O,

relatie care, impértita prin produsul h*h*!, conduce la conditia de ortogona-

litate a lui (C) : u’ = hi(t) si (C*) : u* = h*(¢t) sub forma

hQ h*z ;'12 *2
(3.180) gzzﬁ h*l + 912 (ﬁ + h*1> +g11 = 0.

In cazul in care (C) si (C*) sunt chiar linii de curburs, prin 3.177 si 3.180,

ele vor fi ortogonale daca si numai daca avem indeplinita conditia:

(3.181) G221 - Yo + gr12 (V1 + ¥y) + g11 = 0.

Facand apel la 3.178, printr-un calcul direct se arata ca 3.181 este identic

satisfacuta. Cu aceasta, demonstratia este completa. m

Deoarece liniile de curbura formeaza o retea reala si ortogonala, ele pot
fi luate, printr-o transformare admisibila de coordonate, drept curbe coor-
donate, aceasta simplificind calculul, dupa cum rezulta din teorema de mai

jos:

Teorema 3.54 Curbele coordonate u' = const. si u?

= const. ale unet

reprezentari admisibile 7(u', u?) sunt linii de curbura ale suprafetei corespun-

zatoare, daca $i numai daca
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Demonstratie. Daca curbele coordonate sunt linii de curbura, atunci
3.173 este satisfacutd de du! = 0 si de du® = 0, cu alte cuvinte, coeficientii
lui (du')? si (du?®)? in 3.173 trebuie s& se anuleze simultan:

{ g12b22 — g22b12 = 0

3.183
( ) g11b12 — gi2b11 =0

Privind sistemul 3.183 ca un sistem omogen in necunoscutele g5 si b1o, de-
terminantul sau:

b _
D= ' 2 922 | _ 922011 — g11b22

bii —gn

nu poate fi zero (dacd D ar fi 0, se obtine printr-un calcul direct ca P ar
fi ombilical). Rezultd ca sistemul considerat admite numai solutia banald
3.182.

Reciproc, daci 3.182 are loc , atunci 3.173 se reduce la Ddutdu® = 0, si
cum D # 0, avem solutia u! = const., u> = const., cu alte cuvinte, liniile de
curbura sunt curbele coordonate. m

Dupa cum am afirmat mai sus, luand liniile de curbura drept curbe coor-
donate, calculul se simplifica foarte mult, deoarece relatiile 3.182 sunt indepli-
nite. De exemplu, curbura totala K, curbura medie H, curburile principale
K1 Si Ko, date de 3.161 si 3.160 capata formele simple:

b b 1/b b b b
asy K=o (B te) o, te
g1 g22 2 \ 911 922 g11 922

Folosind reteaua liniilor de curbura drept retea de curbe coordonate,
putem demonstra ugor teorema lui Euler referitoare la descompunerea
curburii normale k, a unei directii oarecare in termeni ai curburilor princi-
pale k1 si ko, lucru pe care-l vom face in continuare, dupa care vom trage
ultimele concluzii asupra formei geometrice a unei suprafete.

Teorema 3.55 (Euler) Fie P un punct oarecare al unei suprafete (S), neom-
bilical, si o - unghiul dintre o directie oarecare in P si directia principala in
P corespunzatoare lui k1. Atunci:

(3.185) Ky = K1 COS> @ + Ko sin? a.

Demonstratie. Alegem pe (S) liniile de curbura drept curbe coordonate.
Atunci, in conformitate cu 3.146, 3.182 si 3.184, avem:

. bll(du1)2 + bQQ(dU2)2

152 = kagn1 (u")? + raga (u”)*.

(3.186) Fon
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Amintim ca: )

. . ] U . v . — — :/

1. directia tangenta Tl este obtinutd din vectorul tangent 7' = rju’
u

2. directia corespunzatoare lui x; este data de 77,

3. curbele coordonate sunt ortogonale si

4. |7 = |7 =1.

Avem atunci relatiile:

=/

— — = ! — / /
EE F(rut +mu®) g

1/
cosq = oo = = = /o',
7l (17| N V11
— — - = 1/ — 9o 2!
] T 7 To(Tiu' + mu®)  goou o
smo = = = 4/ g22U" ",

. V922 V922

unde « este unghiul specificat in enuntul teoremei. Aceste doua relatii, in-
troduse in 3.186, demonstreaza teorema lui Euler. m

Din 3.185, observam ca extremele lui x,, corespund directiilor principale,
date de a =0 si a = g, iar 3.185 impreuna cu teorema lui Meusnier 3.148

ne dau informatii complete asupra curburii oricarei curbe de pe suprafata.
Vom incheia acest paragraf, dand o interpretare geometrica teoremei lui
Euler.
In acest scop, fie z1, 2, coordonatele carteziene ortogonale in planul tan-
gent la (S) in P, directiile pozitive ale axelor corespunzand directiilor prin-

1
din
. . Vsl
originea P a reperului, obtinand punctul de extrem al segmentului, de coor-
donate

cipale. In orice directie, lufm un segment de lungime +/ |R,| =

21 = /| Ru| cosa, 2o = /| Ry|sina.
Inlocuindu-le in 3.185, obtinem aga-numita indicatoare a lui Dupin, de
ecuatie:

(3.187) K127 + Kozs = 1,

care, din punct de vedere geometric, reprezinta o conica situata in planul
tangent la (S) in P. Mai precis, tinand cont de 3.162, vedem ca:

1. dacd punctul P este punct eliptic al lui (.5), atunci k; si ko au acelasi
semn si indicatoarea este o elipsa; in particular, daca punctul P este
ombilical, atunci « este nedefinit, iar indicatoarea este un cerc;

2. daca P este parabolic, cu k1 = 0, atunci 3.187 se reduce la o pereche
de drepte paralele cu axa zi;
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3. dacd punctul P € (5) este hiperbolic, atunci k1 si k2 au semne opuse,
si indicatoarea este formata din doua hiperbole conjugate.

Indicatoarea lui Dupin este aproximativ egald (inruditd) cu curba de in-
tersectie a lui (S) cu un plan paralel si suficient de apropiat cu planul tangent
la (S) in P, fapt ce rezulta din calculul distantei de la un punct al suprafetei
la planul tangent:

Propozitia 3.56 Daca P este un punct al suprafetei (S), de vector de pozitie

—

OP = #(ul,u?), punct neplanar, atunci distanta de la un punct Q al lui (S),
—

de vector de pozitie OQ = F(u' + h*,u? + h?), la planul tangent m,(P) al lui
(S) este aproximativ egala cu

Y

1 ,
3 |bjih? W

unde ,aproximativ” inseamna ca neglijam termenii de ordin mai mare sau
egal cu 3 in |h'| + |h?|.

fig. 3.5

Demonstratie. Din formula lui Taylor, avem:

. 1. .
Fut + h',u? + h?) = F(u', u?) + W7 + §hﬂh’“m +E(|nY + |R2))?),
si atunci, distanta d(Q, m,) este (fig. 3.5)

d(Q,mg) = |[{F(u' +h'u® + %) — (', u?)} - 7| =
1, . 1, .
3 |W hFy i + |2 - ) = 3 \WhEby| + |2 - i

unde am tinut cont de 772 = 0 si notatiile 3.135. Rezulta ca planele paralele
la 74 (P), duse la distanta £u de acesta, intersecteaza (S) aproximativ de-a
lungul unei curbe (sau unor curbe) care respecta

(3.188) bxh’ BY = £2p.
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u
Alegand coordonatele pe (.S) astfel incat curbele coordonate sa fie linii de
curbura, atunci 3.188 devine, prin 3.182 (b2 = 0) si 3.184 (bj; = K - g;;) :

ﬁlgll(hl)Q + HQQQQ(hQ)Q = :|:2M.

Transformarea z; = h', /&, 29 = h?, /@ conduce la 3.187.
2u 2u

Asadar,

Teorema 3.57 Intersectia dintre o suprafata (S) de clasa p > 3 gi un plan
care este paralel si suficient de apropiat cu planul tangent m,(P) al lui (S)
intr-un punct P neplanar, este aprorimativ egala cu o sectiune conica simi-
lara cu indicatoarea lui Dupin a lui (S) in P sau, daci P este punct hiper-
bolic, similara cu una din cele doua hiperbole ale acestei indicatoare.

Deoarece portiunile de paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolic
si cilindru, sunt formate, respectiv, din puncte eliptice, hiperbolice
si parabolice, rezulta ca: in vecinatatea unui punct regulat P al unei
portiuni de suprafata, care este eliptic, hiperbolic sau parabolic,
portiunea de suprafata se asimileaza, respectiv, cu acestea.

3.5.5 Linii geodezice

Definitia 3.58 Se numeste linie geodezicd (sau, simplu, geodezicd) a
unei suprafete (S) o curba (C) C (S) cu proprietatea ca in fiecare punct al
lui (C), normala la suprafata se afla in planul osculator al curbe.

Propozitia 3.59 Sectiunile normale ale unei suprafete sunt linii geodezice.

Justificarea acestui fapt sta in aceea ca sectiunile normale sunt curbe
plane, prin urmare, planul lor osculator este planul care le contine, iar acesta
contine, la rdndul sau, normala la suprafata. Astfel,

1. Pe sfera 22 +y? + 22 = R?, cercurile obtinute prin intersectiile cu plane
care trec prin origine (cercurile mari) sunt linii geodezice.

2. Pe cilindrul circular drept 22 +y? = 1, cercurile situate in plane paralele
cu 2Oy (r = cost, y = sint, z = const.) sunt linii geodezice.

Fie (C) : 7= 7(u'(t),u?(t)). Normala la suprafata N = 71 x 75 apartine
planului osculator (determinat de d7 si d7 ) dac# si numai daca

(3.189) (771 x 7o, d7,d°T) =0,
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sau, echivalent, daci N = Ai + Bj + Ck, (si tinand cont ci d7 = dei +
dyj+dzk, @7 = dPxi+d2y ]+ 2z k),

A B C
(3.190) de dy dz |=0.
dPx d*y d*z

ceea ce reprezinta ecuatia diferentiala a liniilor geodezice. Se observa
imediat din 3.189:

Propozitia 3.60 Dreptele continute intr-o suprafata sunt geodezice.

Fie 7 versorul normal la suprafata intr-un punct regulat P al acesteia.
Deoarece 11 este perpendicular pe vectorul tangent al oricarei curbe trasate
pe (5), rezultd ca: (C) este geodezicad daca si numai daca dreapta
normala principald a curbei coincide cu normala la suprafata, adica:

(3.191) i = +7,

unde ¥/ este versorul normal principal al curbei.
Tinand cont de prima formuld Frenet, obtinem: 7" = kv, unde k este
curbura curbei. Comparand cu 3.191, are loc

Teorema 3.61 O curbi pe (S), de ecuatie ¥ = 7(u'(s),u?(s)), cu parametrul
s - lungimea de are, este geodezica daca si numai daca vectorul 7" este coli-
niar cu normala la suprafata in fiecare punct al curbei.

Definitia 3.62 Numim curburd geodezica a curbet (C') C (S) intr-un
punct regulat P € (C), si notam cu K, functia K, = ksina, unde k este

curbura lui (C) in P gi a = (W, v ).

Teorema 3.63 Curba (C') C (S) este o geodezica daca i numai daca ea are
curbura geodezica nula in fiecare punct .

Demonstratie. Dacd (C) este geodezicd, atunci are loc 3.191, adica
a= (W, 7) € {0,180°}, de unde reiese imediat K, = s sina = 0. Reciproc,
K, = 0 implicd sin a = 0, de unde, conform cu 3.191, (C') este geodezici, sau
k = 0, caz in care (C) este o dreaptd, adicd, in conformitate cu propozitia
3.60, (C) este geodezica. m

Interpretarea geometrica a curburii geodezice o obtinem in modul urma-
tor: Fie (C') C (S) o curbd gi P € (C). Notdm cu (C”) proiectia ortogonala
a acesteia pe planul tangent la suprafatd in P. Dreptele proiectante fiind
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perpendiculare pe planul tangent, acestea determind o sectiune normald (a
lui (C)) in cilindrul format de aceste proiectante, iar sectiunea normala este
tocmai (C"). Aplicand teorema lui Meusnier pe suprafata cilindrica, gasim
ca: -
Ko = Kkeos(il, V),
unde 77’ desemneaza versorul normal la suprafata cilindrica, iar 7, versorul
normal principal al lui (C).
Generatoarele cilindrului sunt paralele cu normala la suprafata =
(deoarece ele sunt perpendiculare pe 7y, (P)), prin urmare, normala 7’ la
cilindru este perpendiculara pe 7; in plus, 77, ¥/ si 7’ sunt coplanare, ele fiind

continute in planul normal la (C) in P si atunci, (7, 7) = 90° — (ﬁ/,E), de
—_— —_—
unde obtinem cos(7i’, V) = sin(7, V), si avem:

ke = ksin(i, V) = K,

Putem formula:

Teorema 3.64 Curbura geodezica a unei curbe intr-un punct P este curbura
protectiei ei ortogonale pe planul tangent la suprafata in P.

Din rezultatul de mai sus si din teorema 3.63, deducem acum

Teorema 3.65 Curba (C) C (S) este geodezica daca gi numai daca proiectia
ei ortogonald pe planul tangent in fiecare punct P € (C) are curbura in P
egala cu zero.

Se poate demonstra: drumul cel mai scurt pe o suprafata intre
doua puncte ale acesteia este o geodezica ce trece prin ele. Mai mult,
daca aceste doua puncte sunt suficient de apropiate, aceasta geodezica exista
si este unica.

Exemplul 3.66 Geodezicele planuluzi: Fie planul xQy, definit de v =
ul,y = w? z = 0. Normala acestuia este N = k(0,0,1), iar dv = du',
dy = du?, dz = 0 etc. Ecuatia diferentiald a geodezicelor se scrie in acest

caz:
0 0 1

du'  du®? 0 |=0.
dPut dPu? 0

Cautam geodezicele sub forma u? = u*(ul); astfel, d*u* = 0, $i ecuatia aces-

tora devine:
0 0 1

dut du® 0|=0,
0 d*u? 0
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adica, d*u? = 0, ceea ce este echivalent cu
2 1
u®=au +b, (a,b— const.),

sau {y = ax + b, z = 0} adica, geodezicele planului sunt dreptele gi numai
ele.

3.6 Contact intre suprafete

Definitia 3.67 O suprafata (S) de clasa p > m + 1 are un contact de
ordinul m (exact) cu o suprafata (S*) de clasd p* > m + 1, intr-un punct
comun My, daca exista cel putin o reprezentare a suprafetelor

(S) : 7 =F(u',u?); (S*): 7 =7 (u*, u*?),

punctul My corespunzind pe (S) wvalorilor (u},u?), iar pe (S*), wvalorilor
(ugt, us?), astfel incdt sa fie satisfacute conditiile:

oI oI
3.192 _— = |l , 1<i+j5<m,
6192 | sy, = |awaw,, 1SS

dar nu exista nici o reprezentare parametrica astfel incdt aceste conditii sa
fie satisfacute pentru i+ j = m + 1.

Observatii:

1. Din observatia 3.145 cunoastem cd, dacid vectorul 7(u',u?®) este
dus in vectorul R(u!,u?) printr-o transformare ortogonald, atunci
i+ i+i 3
W@(Zﬂ)j este dus in % Din aceasta gi din faptul ca
egalitatea vectorilor este pastrata la transformari ortogonale, rezulta ca
relatiile 3.192 sunt invariante la astfel de transformari. Mai mult, daca
schimbam parametrizarea suprafetei (S) cu ajutorul transformarilor ad-
misibile u! = w!(@!, u?), u* = v?(u', u?), de clasa cel putin m, relatiile
3.192 vor fi pastrate, cu conditia ca gi pe (S*) s schimbdm parametrii,
derivatele functiilor v*' = u*(u*!, u*?), u*? = u*?(u*!, u*?), care reali-
zeazd schimbarea parametrilor pe (S*), fiind egale cu cele ale functiilor
u' = wl(at, u?), u? = w?(a', u*) pand la si inclusiv ordinul m. Aceasta
ne aratd cd 3.192 nu depind de alegerea parametrilor pe (S) si analog,
pe (S%).
Cele de mai sus ne permit sa spunem ca proprietatea a doua suprafete
de a avea contact de ordinul m intr-un punct comun este o proprietate

geometrica.
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2. Ca si in cazul curbelor, putem da o interpretare geometrica simpla
definitiei de mai sus. Dezvoltadm cu formula lui Taylor pe 7(u',u?) in
serie de puteri ale lui u! — u} si u? — u2, si suprafata reprezentatd prin
suma primilor termeni ai acestei dezvoltari pana la si incluzdnd termenii
care contin puterile (u* — u})* si (u? — u2)¥ o vom numi suprafata
aproximanta de ordinul k a suprafetei (S) in punctul M,. Atunci,
un contact de ordinul m este echivalent cu coincidenta suprafetelor

aproximante de ordinul 1, 2, ..., m ale suprafetelor (5) si (S*) in punctul
M.

In cazul in care doua suprafete reprezentate parametric au in comun un
punct, putem decide ordinul contactului prin

Teorema 3.68 Fiind date doud suprafete (S) i (S*) de clasa cel putin m+1,
reprezentate, respectiv, prin

(3.193) (S): 7 =7F(ut,u?); () : 7= (u, u?),

A N s =1 .2y *1 %2 g
avand in comun punctul My (cu OMy = 7(ug, ug) = 7 (ug', uy?), conditia

necesara $i suficienta ca aceste suprafete sa atba in My un contact de ordinul
m este ca sistemul de ecuatii:

(3.194)
( ory\ (o ou*! or*
(o), = (o), (i), + (), (3
or\ ou*t or* u*?
(%) ‘( du* ) 8u*2) (au)(@u
a *1 ,,?*
sie), = (s, (5, —) (
( ), (gi), * (@),
u?) 1 Ourl
ou* U ou*! ou*? O?urt
in necunoscutele ( BT ) ( u*l) (W)Ov (W)()? (8(u*1)2)0’
a2u*l 82 *1 82 * aZu*Q 82u*2
(5550 (8<u*2>2) (5 )2) (o). (5) -
m

sa fie compatibil, 1ar sistemul contindnd derwatele de ordinul m+1 ale functi-

ilor w*t, u*? sa nu fie compatibil.

(a0

\_/\ //\
/\\
Q
%Qg
=N
Q
IS
*
[\V]

Demonstratie. Fie (S) si (S*) reprezentate prin 7 = 7(u', 4%) si re-

spectiv, (S*) : 7 = r*(u*, u*?), astfel incat in My (cu OMy = 7(u}, u2) =
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™ (ug!, u3?)) sunt indeplinite conditiile 3.192, adic& avem:

or o or o 0 0?7+
(3.195) — _— — s — = — 5 — p— — etC.,

ou'  oul’ 9w  ou?’ J(u')?  O(ur)?
derivatele fiind calculate in My, fapt pe care nu-1 vom mai mentiona, pentru
a simplifica scrierea. Facem aceeasi transformare de parametri pe () si (5%),

astfel incat pe (9) s& obtinem parametrii u!, u? din 3.193, adica:
at = fllu?), @t = ),

o= Pald), @ = )

Conditiile 3.192 vor fi inci satisficute. Intr-adevir, avem:

oF  OF 9wt or ow o o ow' | o du

Gl 9ulowl 0w oul’ dul 0wt oul | 0u oul’

(si analoagele),

(3.196)

out oft  ow' ouwr of* ou?
oul — Oul  Oul’ Oul  oul  Ou!

(si analoagele), de unde rezulta prin 3.195 relatiile:

or ors  or o 0*F % )

= = = etc..
9w~ 0w 9w 0w @) d@iy
Schimbam parametrii u!, u? pe (S*) in @*!, 4*? (prin identitate) si apoi,

pe u*!, 4*? astfel incat si obtinem parametrii u*', u*? din 3.193, adici:

ﬂ*l _ ﬂ*l(u*l,u*Q), ﬂ*2 _ a*2(u*1’u*2)‘

Atunci, 3.196 capata forma:
or  or du  OF Ju*?
oul — Ourl Ourl  Ou*? oul
adica, 3.194, cu valorile necunoscutelor precizate. Rezulta de aici ca sistemul
3.194 este compatibil, cu alte cuvinte, conditia este necesara.

Reciproc, consideram valorile necunoscutelor date de sistemul 3.194.
Schimbam parametrii pe (S*) cu ajutorul transformarii admisibile

(si analoagele),

u*l — u>s<1<ﬂ>s<17ﬂ>k2)7 u*2 — U*Q(ﬁ*l,ﬁ*Q),
derivatele acestor functii pana la si inclusiv ordinul m, avand in M, valorile
date de sistemul 3.194. In noul sistem de coordonate, conditiile 3.192 sunt
satisfacute.
Daca sistemul 3.194 ar fi compatibil si pentru derivatele de ordinul m+1,
atunci conditiile 3.192 vor fi satisfacute pana la m + 1, cel putin. Astfel,
conditia este si suficienta. m
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Teorema 3.69 Fiind date doud suprafete de clasa p > m, suprafata (S)
fund data parametric prin ¥ = 7(u',u?), iar (S*) prin ecuatia F(z,y,z) =0,
avand in comun punctul My (OMy = 7(ud, u3) = 7(xo, Yo, 20)), ordinar pentru
suprafata (S*), conditiile necesare si suficiente ca aceste suprafete sa aibd in
My un contact de ordin cel putin m sunt:

(3.197)  F(7(ug,ud)) =0,

Demonstratie. Presupunem cd in M, suprafetele (5) si (S*) au un
contact de ordin cel putin m. Atunci, in conformitate cu definitia 3.192, exista
reprezentdri parametrice ale lor (S) : 7 = #(u!,w?), (S*) : 7 = 7 (a*!, u*?),
pentru care conditiile 3.192 (echivalent: 3.195) sunt indeplinite. Pe de alta
parte, F'(7(a*!, u*?)) = 0, si prin 3.195, vom avea in M, relatiile:

O F(F(ut, u?))
d(ul)io(u?)’

(3.198)  F(r(ag, ag)) = 0, ( ) =0, 1<i+j<m.
0

Facem acum schimbarea u! = u!(a!, u?), v? = v?(ut, @?), pe (S), astfel
incat si obtinem suprafata (S) datd prin 7 = 7(u',u?). Conditiile 3.198
conduc la 3.197, deoarece fiecare derivatd in u', u? a functiei F' se exprims
liniar cu ajutorul derivatelor lui F in @!, %2, de ordin mai mic sau egal cu
ordinul derivatei respective. Aceasta arata ca 3.197 sunt conditii necesare.

Reciproc, deoarece M, este ordinar pentru (S), putem presupune
F!(x0,%0,20) # 0 si vom putea reprezenta (S*) in vecindtatea lui M, prin
ecuatia explicitd z = f(z,y). Alegem pentru aceastd suprafatd reprezentarea:

(§%) i 7= (u,u?) s = x(u' u?),y = y(u',u?), 2 = fla(u',u®),y(u', u?)),
suprafata (5) fiind datd, din enuntul teoremei prin:

S) = F(U17U2) LT = J](Ul,UQ),y = y<u17u2)7z = z(ul,u2).

—~

Avem, evident, F (7 (u',u?)) = 0. Consideram functia
P(2) = F(F) — F(7)
si o dezvoltam in jurul punctului z, ¥, Z dat de
T=z y=y; Z=f(2,9)

Obtinem:
O(z2) = (2 — 2)Fl(x,y, "),
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unde z* € (Z, z). Datorita continuittii, putem presupune F(x,y, z*) # 0 s,
deci:

®(2)
3.199 %
199) T Fley )

Relatiile 3.197 fiind satisficute, avem ®(2) = A(z — z)™ ™ + ... (cu A #0)
si Fl(z,y,2) = B+ C(2—20) + ... (cuB #0) sidin 3.199, avem:

(3.200) z—Z=D(z—2)"" +.. (cuD#0).

Intrucat 7 = z, § = y si are loc 3.200, rezultd ci in My, reprezentdrile
de mai sus ale lui (S) i (S*): 7= 7(u!,u?), 7 = 7™ (u',u?) satisfac 3.192, de
unde rezulta ca 3.197 sunt si conditii suficiente. m

Observatie. Daca suprafetele (S) si (S*) de clasd m + 1, au in punctul
comun My un contact de ordinul m, atunci orice curba (C') de clasa m + 1
de pe (), ce trece prin My, are in My un contact de ordin m cu suprafata
(S*Z.

Intr-adevar, dacd suprafetele sunt date prin (S) : 7 = 7(ut,u?), (S*) :
7= 7™ (u*, u*?) si sunt indeplinite 3.192, atunci, la orice curba de pe (.9), si
spunem, (C) : u* = h'(t), u* = h%(t), atagdm curba

(Co) :ut = uft —ug + AL (1), u*? = ul? — ul + h*(t)

de pe suprafata (S*), punctul M, satisficand conditiile uj = h'(to), u2 =
h*(to) si definitia contactului a doud curbe in spatiu (cap. 2) este satisfacuta.
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